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CONVERGENZA PUNTUALE DI SERIE E SUCCESSIONI DI FUNZIONI
DIPENDENZA DA PARAMETRI 1

Convergenza puntuale di successioni e serie di funzioni
Una successione di funzioni f, = f,(z), n € N, e quindi una serie di funzioni )",_, gx(z) =
fn(z) se il codominio & uno spazio vettoriale in modo da poter sommare le funzioni, & un caso
particolare di funzione di due variabili f,(x) = F(n,z), in cui una delle variabili varia in N.
Le convergenza di successioni e serie funzioni (successioni) introdotte sin’ora, F'T 3, sono un
caso particolare di convergenza in spazi (pseudo) metrici, FT 8:

fn %} f vuol dire dUm‘f(D)(fn, f) = sup |fn . f‘ n—00 0

unii. su D )

fn Z;()D:;) f vuol dire dLl(D)(fn,f) = ’fn<x) — f(l')’dm 7H_OO> 0
D

fo =25 f vuol dire  dr2(py(fu, ) = \/ i | fu(z) — f(z)|2de === 0

L*(D)
Ma la nozione piu semplice di convergenza di successioni, e quindi di serie di funzioni, e quella
di convergenza puntuale su un dato dominio:
Convergenza puntuale: - una successione di funzioni f,,, n € N definita su un insieme FE,
a valori in uno spazio metrico con distanza d (per esempio R con la distanza usuaule), si dice
che converge puntualemente su E per n — oo ad una funzione f definita su F, se

per ogni o € Bsiha () 222 f(zo), ciod  d(falwo), f(0)) 2 0.

- per una successione di funzioni f,, n € N definita su un insieme FE, si dice dominio di
convergenza (puntuale) un insieme F' C FE per cui f, converge puntualmente su F.

Esempi: esempi di base, in cui le idee sottostanti suggeriscono come studiare la convergenza
per molte successioni e serie di funzioni (si ricorda che se A ¢ un sottoinsieme di un certo
dominio con x4 si inidica la funzione caratteristica di A che vale 1 su A e 0 al di fuori di A).
1) fu(z) =2""' z € R.

Per |z| < 1: fu.(x) = 0, per z = 1: f,(1) =1 — 1, quindi sull’intervallo (—1;1] f,, converge
0, Jz|<1

1, z=1"

- - La convergenza non ¢ uniforme su (—1; 1]: limite uniforme di funzioni continue & continuo.
- - La convergenza a 0 non ¢ uniforme nemmeno su (—1; 1) poiche sup_, ., | fn(z)| =1 4 0.
Per z > 1: f,(x) = 2" — +oo diverge: non converge ad una funzione reale. Per z = —1:
fn(—1) = (—1)" non converge, per x < —1 non converge né diverge, oscilla tra +o0o e —o0.
2) ful®) = X iy (T) = X oy (. — 1), € R:

fissato zp € R per n > xq si ha f,(xg) = 0, quindi f,(x¢) — 0, essendo xz( arbitrario, f,

alla funzione discontinua f(x) =

converge puntualmente su R alla funzione nulla f=0. Sinoti [ f,(z)dz =1, ma [ f(x)dx =0.

n . n _pntl .
3) falz) = Y p ok per |z| < 1: siha fu(z) = Y| _ 2% =1 —, per cui fy(r) — ﬁ,
quindi la serie di funzioni converge puntualmente su (—1; 1) alla funzione f(z) = .
Per 0 <r < 1: maxj_,, |fn — f| < Tlnj: — 0: la convergenza € uniforme su [—r;7].
Per x = 1: f,(1) = n+ 1 — +o0, la serie diverge. La convergenza non ¢ uniforme su [0; 1),

essendo f illimitata e le funzioni f,, limitate, cfr. FT 8 completezza uniforme delle limitate.

0 , n dispari 1y
Per z=—1: f,(=1)=1-1+--- 4 (=1)" = P .= %, la serie non converge.
1 , N pari



Per z < —1: fu(z) = > p_o(=1)¥|z|* non converge poiché i termini della serie non sono

e : o 2m+1

infnitesimi. Inoltre non diverge poiche f,(z) = 2 1‘” per cui fo,(z) = % — —00,
1—|z 2m—+2

Jom+1(2) = L|—I:v\ —1— +oo.

4) fal) = 20 X prsn) (8) = X g0 (@)1
per z < 0: f,(x) =0 quindi la serie converge puntualmente su (—oo;0) alla funzione nulla;
per z > 0: se n+ 1 > z si ha f,(z) = 1 in particolare f,(x) — 1, quindi la serie converge
puntualmente su [0; +00) alla funzione costantemente uguale ad 1;

. 0, <0
concludendo f,, converge puntualmente su R alla funzione f(z) = 1 oe>0 = X (01400 -

La convergenza non & uniforme poiche sup |f, — f| =1 4 0.

5) fa(2) = min{n, 5}, v > 0;
dato x > 0 per n > w—lz e fulz) = x%, quindi f, converge puntualmente su (0;+o0) alla

—+o00 —+o0o 1
funzione w—12 Si noti che +o0o0 > fo(z)de — / —dxr = +o0.
0o T

0
k

6) fu(z) =2 5 0 5

per x = 0: f,(x) = 1 quindi f,(0) — 1. Atrimenti con x # 0 per il criterio del rapporto la

. . |x|k+1 k! o |I‘ k—oco . .

serie converge assolutamente : DU TeF = hiT 0 < 1. La serie converge per ogni .

Riconoscendo nella serie il polinomio di grado n di Taylor centrato in zyp = 0 di e*, si ha

IscI"+1 n(@) o el

(n+1)! (n+1)!

strettamente tra 0 e z, e ’esponenziale ¢ crescente nonnegativa. Inoltre

usando il resto di Lagrange |e* — f,(z)| = poiche 0, (z) & compreso

6Iav\\gc|n+1 n—00 0
(n+1)!
Conlcudendo la successione di funzioni f,, converge puntualmente su R alla f(x) = e”.

Esercizio: mostrare che la convergenza e uniforme sugli intervalli limitati. Mostrare che la
convergenza non ¢ uniforme su R.

) fo(x) = m: posto g(z) = 1=z, & fu(x) = g(x — n). Poiche limp, 1 g(z) = 0 si ha
che per ogni fissato xy € R, g(xg —n) — 0 per n — +oc.

Pertanto f,, converge puntualemente su R alla funzione nulla.

La convergenza non ¢ uniforme su R: infatti sup,cg | fn(2)| = fu(n) =1 4 0 per n — oo.
Invece la convergenza ¢ uniforme sui semirette (—oo;al, a € R: infatti se n > a si ha che f,
¢ crescente su (—oo; al, quindi sup,, | fn(7)| = fu(a) — 0 per convergenza puntuale.

Inoltre/fn(x)dx:/l 1$2dx:7r74>/f(x)dx:0.

8) fulz,y) = m, (z,y) € R% per 22+y% < 1, (z2+y?)" — 0, quindi f,, converge pun-
tualmente sulla palla aperta B di raggio 1 e centro (0,0) alla funzione costantemente uguale
T - 1‘ 1‘ £ 0.
Per 22 +y* = 1. fu(z,y) = % Per 2% +y? > 1, (2® + y*)" — +o0, quindi fa: y) — 0: la
successione f,, converge puntualmente sul complementare della palla B alla funzione nulla.

Concludendo la successione di funzioni f, converge puntualmente su R? alla funzione
1, 22+ <1

ad 1. La convergenza non ¢ uniforme: sup,z, 2 [fn — 1| >

f(xay): , $2+y2:1.

O N =

i ryr>1
9) fu(z) = X (0;3] (z): per 2 <0, fu(x) =0, se x > 0 per n*> > < si ha f,(x) = 0, quindi per

ognii x € R si ha f,(x) — f(z) = 0. La convergenza puntuale non ¢ uniforme max | f, — f| =

max f,, = n. Inoltre | f,, — f|L1:/ ()dx—l—>0|fn f|L2:/( fu(x))de =14 0.

Per quanto elementare, la convergenza puntuale ha delle carenze e.g.: non conserva la conti-
nuita, e, per funzioni definite su insiemi in bigezione con R, non deriva da una distanza.



Non metrizzabilita della convergenza puntuale di funzioni definite su un continuo:
i- Pit elementare € mostrare che la convergenza puntuale tranne un numero finito di punti
su di un intervallo non deriva da una distanza. Tale convergenza non soddisfa la seguente
proprieta delle convergenze di successioni associate a distanze:
una successione converge a f se solo se
da ogni sottosuccessione si estrae un’ulteriore sottosuccessione che converge a L

- - Si considera l'intervallo [0;1) e la successione delle funzioni indicatrici degli intervalli
k . k+1

diadici [z—m; 2—m) che fissato m € N, danno una partizione di [0;1). Poiche ogni n € N si
scrive in un unico modo come n = 2™ +k, 0 < k < 2™ siha f,(z) = fomix(z) = X[Qim;%)(x%
meN, 0<k<2m—1.
- - Poiche ogni numero tra 0 e 1 sta in un solo intervallo della partizione di indice m, la
successione non converge in nessun punto.
- - Dare una sottosuccesione vuol dire dare una famiglia di intervalli diadici di ampiezza
non crescente. Si danno due casi. Nel primo si puo scegliere una sottofamiglia infinita di
intervalli che sono contenuti uno nell’altro e quindi la loro intersezione puo contenere al piu
un numero reale, quello che i loro estremi approssimano: quindi la sotto-sotto-succesione di
funzioni individuata dalla sottofamigli di intervalli incapsulati converge a 0 tranne al piu in
quel punto ove vale costantemente 1. Altrimenti ogni intervallo della famiglia contiene solo
un numero finito di intervalli successivi, quindi si puo scegliere una sottofamiglia infinita di
intervalli disgiunti (due intervalli con estremi numeri diadici o sono contenuti uno nell’altro
o sono con interni disgiunti): la sotto-sotto-successione di funzioni corrispondente converge
puntualmente a 0, poiche un punto o non sta nell’'unione della sottofamiglia scelta o sta in
uno solo dei suoi intervalli e non puo, per costruzione, stare nei successivi.
ii- ’argomento per la convergenza puntuale in ogni punto non ¢ immediato.
- - Preliminarmente, con considerazioni astratte, si dimostra che se la convergenza puntuale
per le successioni di funzioni f : (0;1) — [0;1] derivasse da una distanza, allora Iinsieme
delle funzioni da (0;1) a [0;1] b sarebbe sequenzialmente compatto per questa distanza.
- - Si tratta quindi di trovare una succesione di funzioni da (0;1) a [0;1] che

non abbia alcuna sottosuccessione che converga in tutti © punti.
E questo puo esser fatto con le seguenti considerazioni elementari.
Per i numeri x in (0;1) si considerano gli allineamenti binari che li identificano:

x = (in base 2) 0,c1¢y...Cp -+ = #—’—#—f‘"'—f— 6"25?) +e=30 C”Z(f), ¢, € {0;1}.
Si considerano solo gli allineamenti binari non definitivamente nulli (si escludono quelli finiti
osservando che 0,0... 1,0 posto0 = 0,0...0.0 postol): essi danno tutti i numeri in (0;1) .
Cosi facendo due allineamenti binari identificano due numeri diversi, quindi dato un numero
x € (0;1) ¢ univocamente determinata la sua n® cifra binaria ¢, (z).

- - La succesione di funzioni {c, }nen, ¢, : (0;1) — {0, 1}, ha la proprieta richiesta: sia data

una sua qualsiasi sottosuccessione, ¢, , np+1 > ny,. Fissato x € [0;1) la successione numerica

Cn, (), fatta solo di O ed 1, converge per h — oo se e solo se per un certo h per h > h si
ha sempre o c,, (¥) = 0 0 ¢, (x) = 1. I numeri per cui cid accade sono quelli che hanno
cifre nello sviluppo binario nei posti ng ., k € N, o tutte 0 o tutte 1. Quindi non sono tutti
gli allineamenti binari definitivamente non nulli.Considerand un numero la cui espansione
binaria ha nei posti n;, alternativamente in h € N o 0o 1, ¢, (z) = 0 & ¢p,,,(x) = 1 si ha
che una qualsiasi sottosuccessione di funzioni {c,, )reny non converge puntualmente su (0;1).

on— 1 2n71

(z) = Zf2n+2h—1(f)- Che
h=1

Esercizio: per = € (0;1) si consideri g,(x

relazione intercorre tra g,(z) e ¢,(z)?

L& un prodotto cartesiano piti che numerabile di compatti, [0;1](%1) = ﬂxe(o;l){y cy(x) =y, €[0;1]}.



Relazioni tra i vari tipi di convergenza introdotti: nel seguito misura(D) =: / X p(2)dz.

. n—oo n—oo
1) Unif(D) f f puntualmente in D f
Dimostrazione: infatti per ogni x € D, d(f,(x), f(z)) < sup,ep d(fo(2), f(2)) =5 0.

ii) se D ha misura finita,
1 1 n—>o<>
n n n n d
Dimostrazione: cfr. nota 11 FT 3.

iii)(cfr. FT 3 nota 11)
se D ha misura finita, le f,, f € RL? e fn 4, f allora  f,, f€RL e f, % f;
LY(D
Dimostrazione: nota 7 e nota 11 FT 3.
iv) Lemma del Dini: se f, f,: (E,d) - R, n € N, e (E,d) & metrico compatto, f e le f,
sono continue, la successione di funzioni ¢ monotona e.g decrescente for1(z) < fu(x), allora

n—oo
; = fo—— f ;
puntualmente in D Unif(D
Dimostrazione: - sia g, = f, — f > 0 ¢ una successione d1 funzioni decrescente di fun-

zioni continue non negative convergente peuntualmente a 0: per il teorema di Weiestrass

maxzer |G ()| = [gn(n)| = gn(Tn) = gn(@nt1) 2 Gns1(Tnt1)-
- Quindi la succesione numerica decrescente non negativa g, (x,) ha limite L > 0.

. . h—00
- Per compattezza esiste una sottosuccessione x,,, T) y € E, con my, T oo.

- Per monotonia decrescente fissato n € N, per ogni h € N per cui my, > n e
9n(Tmy,) > Gm,, (T, ). Passando al limite per h — oo si ha per continuita g,(y) > L.
- Passando al limite per n — oo per convergenza puntuale 0 > L > 0.

Esercizio: - dare analoghi criteri per serie di funzioni, provare che:

se mis(D) < +o00, g, € RL( Z \gn|unif(py < 400 allora 3 / (Z gh> dr = Z/ Gh.-
D\ h=o h=0 YD

h=0
Osservazione: i criteri di passaggio al limite di integrali, che ora si enunciano, si basano sulle

seguenti idee, cfr. F'T 21, che permettono di collegarli ai precedenti appena dimostrati.
Severni-Egoroff: la convergenza puntuale su un limitato di una successione di funzioni
per cui ha senso parlare di integrale e “quasi uniforme”, cioe uniforme al di fuori di una
successione di rettangoli cartesani con serie dei volumi arbitrariamente piccola.

Lusin: una funzione per cui ha senso parlare di integrale & “quasi continua”, cioe coincide al
di fuori di una successione di rettangoli cartesani con serie dei volumsi arbitrariamente piccola
con una funzione continua sull’intero spazio;

Esse si precisano con una teoria della misura per sottoinsiemi degli spazi cartesiani di qualsiasi
dimensione, e dell’integrazione di funzioni di piu variabili, presentata I11.1.2 FT 21, e FT 22.

v) Teorema di Beppo Levi di convergenza crescente:(cfr. FT 21) siano f, f,, n € N,
funzioni reali che possono essere integrate, non negative, per cui le successioni f,(z), per tutti
gli « tranne che in un insieme N di misura nulla, sono crescenti f,11(x) > fu(x). allora
tOR f:>/fn d:v—>/f
puntualmente fuori da N
vi) Teorema di Lebesgue di convergenza dominata:(cfr. FT 21) siano f, f,, n € N,
funzioni reali che possono essere integrate. Se vi ¢ g per cul  sup,,en |fn( )| <g(x), x ¢ N,

con N di misura nulla, e per cui /g(m)dm < 4o00:

noee s f = feRLY fn’H—°°>f per cui /fn(x)d LN /f

puntualmente fuori da N

Dimostrazioni: omesse, cfr. FT 21.



Corollario: vii)- siano S, gn(z) > 0, h € N funzioni reali che possono essere integrate, con
integrale finito o meno, con g, > 0 non negative. Se S(x) = Zgh(a;) per x & N, con N di
h=0

nulla, allors z [ aes - /(im) = [ Sty

viii)- siano g, € RL', ed S funzione reale che puo essere integrata. Se vi ¢ g € RL" per cui

Zgh(x) < g(z), per ¢ N, con N di misura nulla, e Zgh(m) = S(x) per x ¢ N, allora
h=0 h=0
vale la stessa conclusione.

ix)- siano g, € RL', ed S, T funzioni reali che possano essere integrate.
Se Z/|gh(x)|dx < 400, Zgh(x) = S(x), Z|gh($)| = T(z) per x ¢ N, N di misura
h=0 h=0 h=0

nulla, allora vale la stessa conclusione. (cfr. FT 8 convergenza totale)

Dimostrazione: vii) ed viii) sono diretta conseguenza dei teoremi enunciati f,(z) = Z gn(x).
h=0
ix): per vii) con |g,(z)]: /(Z!gh(a:)o dx :Z/ |gn(x)|dx, per ipotesiZ/ lgn(x)|dz —0:
h=n h=n h=n

‘/ <§Qh<x>> dx—;:/gh(x)dx = ‘/ (iyﬂ@) dr| < / (imh(m) dr.

n—o0 n—oo
X —
) fn puntualmente in D f # fn Unif(D) f’

cfr. esempi 1, 3,4, 5,6, 7, 8.

xi) fn nee f & fn%)fné /fn(x)dx%/f(as)das;

puntualmente in D

y n—00 n—>oo}
Xll) fn puntualmente in D f # fn L?(D) f’
cfr. esempi 2, 7, 9.

o n—oo n—oo
i) gy & oy

cfr. esempio 9.

. n—00 n—00
n T n———=J;
xiv) AR el

Esempio: 10) cfr. esempi 8 € 9: g,,() = =5 Xjoun1)():

suplgnl = 1 =0 lgalis = [ ga)de =140, lgalis = [ el = — o0
Xv) fn?ii_;—?;)_)f 7 fn%fnéfn%)f;

cfr. esempio 10, e h,(z) = \/%Hx[omﬂ)(x).

xvi) F % r# puntu:lzj:te in D> f

Esempio: 11) f,(x) = nx[o;ﬁ]: | fulr = /fn(x)dx = ﬁ — 0, fn(0) =n — +o0.



Dipendenza da parametri

Si danno i primi criteri di base, con dimostrazione elementare, di passaggio al limite per
derivate, e di passaggio al limite e derivabilita per integrali di funzioni che dipendono anche
da altre variabili ¢ parametri, oltre da quelle di derivazione e di integrazione. Come per i
limiti di serie successioni di integrali, che sono un caso particolare ove il parametro ¢ n € N,
si estendono usando i teoremi di Lebesgue e di Beppo Levi (cfr. anche FT 21).

1) Limiti di integrali e serie dipendenti da parametri.
Grazie al “teorema ponte”, FT 8, che permette di ridurre lo studio dei limiti per distanze
che tendono a zero a quello di successioni, le relazioni di confronto, analizzate e dimostrate
nel precedente paragrafo, fra le convergenza puntuale ed uniforme di successioni di funzioni
da una parte e la convergenza integrale, dall’altra, danno criteri di “scambio” tra operazione
di limite rispetto ad un parametro e integrazione, e quindi lo scambio tra operazione di serie
e integrazione. Si mostrano gli analoghi dei principali criteri e le loro conseguenze.
Osservazione: - come gia sottolineato, quando siano finiti gli integrali:

y—q

|fy(z) — f(x)|de — O allora /fy(x)d v, /f( )dz, infatti per la diseguaglianza

/f(x)dx—/fy(x)da: < /\fy(:ﬂ) — f(2)|dz, .

iip), convergenza uniforme siano ¢ : Ax B - R, , BCY, (Y,a?) spazio metrico, ¢ di
accumulazione per B. Se

triangolare degli integrali

0) A ha misura finita,

1) fy(x) =: oz, y) — LmAN f(x), uniformemente in A (Sup d((z,y), f(z)) J(yi)—m 0>’
Y7q

€A
2) fy(x) =: ¢(x,y) ¢ assolutamente integrabile su A, per ogni y € B\ {¢},

allora f e assolutamente integrabile, e hm / o(x,y)dx = / f(x
y#q, d(y,q)—0
Dimostrazione: data y, € B\ {q}, n € N, d(yn,q) — O, si pone f,(x) = ¢(z,y,) e si applica

il criterio ii). Quindi, osservando che lim, o [, ¢(2, yn)dz = [, g(x)dx non dipende dalla
successione ¥, — q scelta, si conclude grazie al teorema ponte.

Continuita degli integrali dipendenti da parametri: iic) - se ¢ : [a;0] XY — R, (Y] 67)
spazio metrico, ¢ uniformemente continua, allora

--Ty(y / ¢(z,y)dr : Y — R & uniformemente continua.

- - I¢(s,t,y) = / o(x,y)dx : [a;b] X [a;b] x Y — R & continua.

- Se ¢ ¢ anche limitata ib e uniformemente continua e limitata.

Dimostrazione: - - siano d(y y')

/w y)da— /w )ds / bz, y)— (s y>|d:c</ sup |6(z, 2)—o(', #)|d =
@ [u—a!|+d(z,2")<p

b—al-  swp |z,2) - é(z',Z)| 0.

|w—a’|+d(z,2)<p B
- - Fissati (sq,t0) € [a;b] X [a;0], yo € Y, per d(y,y0) < p come sopra si ottiene
sSup |I(Svt7y) _I(S7t7y0)| =

|[s—so|+|t—to|<r
/(b:cyda; /(bxyodx

Per il precedente punto 7 (s0,t0,y) € continua in yo. Per il criterio di generazione di funzioni
continue 5), separata continuita uniforme rispetto ad una variabile in FT 5, si conclude.

sup  [s—t]- sup |o(z,y) =o',y
ls=sol+li—tol<r je—a!|+d(y.y")<p

sup
|[s—so|+|t—to|<r




Esercizio: si ultimi la dimostrazione nel caso in cui ¢ sia anche limitata.

Esercizio: Indicando UCB(X, d) lo spazio delle funzioni uniformemente continue, limitate da
uno spazio metrico ad R con la distanza uniforme relativa, si ha che

T :UCB([a;b] X Y, dunif) = UCB([a;b] X [a;b] X Y, dynif), ¢ Lipschitztiana di costante b — a.
Derivabilita degli integrali dipendenti da parametri 1: iid) sia ¢ : [a;b] X [o; 5] = R,

uniformemente continua su [a;b] X [o; 8], per ogni x € [a;b] vi siano d—(x,y) per ogni

y € |o; 8] e siano uniformemente continue su [a;b] X [a; f]. Allora

b
esiste — (/ o(z,y d:c) = / il;b(a: y)dz, per ogniy € |o; B].

d
Dimostrazione: ‘ </ o(z,y+h) dx—/ o(z,y dx> —/ d—¢( ,y)dx

b
o(x,y+h)— do

< - dr =

</ )= ) o

per il teorema di Lagrange vi sono & = £(z,y, h) tra y e y+ h per cui w = j—z(x, €)

b

do do do do,

= —(2,&) — —(x,y)|de < (b—a)- sup —(z,z) — —(x, 2

| o -Fam|d<p-a: s g -G

|z—2"|<h’

che ¢ infinitesimo per h — 0 per uniforme continuita nel complesso delle variabili.

vip), convergenza crescente siano f : A — R che possa esser integrata,

¢:Ax(c;d) = [0;400), (¢;d) CRU{+00,—00} =R, ¢ € [¢;d] 0 ¢ = F00. Se

1) y — ¢(x,y) & decrescente in (q;d) [ crescente in (c; q)], per z € N, N di misura nulla:
2) fy(x) =: ¢(x,y) possono esser integrate per ogni y € (¢;d) [(¢; q)]:

lifn T ¢(x,y) = f(x), puntualmente in A\ N = lim 1 qb y)dx = / f(z
ylat

ylgt
liTm T ¢(x,y) = f(x), puntualmente in A\ N = hm T gf) x,y)dr = / f(x dx}
y1a~

viip), convergenza dominata siano f : A — R che possa esser mtegrata,
¢p:Ax B—R, BCY, (Y,d) spazio metrico, ¢ di accumulazione per B. Se

1) vie g per cui |¢p(z,y))| < g(x), y # q, © € N, con N di misura nulla, e / g(x)dx < 400,
A

2) fy(x) =: ¢(x,y) possono esser integrate, per ogni y € B\ {¢}:

lim ¢(z,y) = f(x), puntualmente in A\ N = fcRL, lim/ lo(x,y) — f(x)| dz = 0.
y—q Yy—=q J A

Dimostrazioni: come la convergenza uniforme applicando rispettivamente vi), Beppo-Levi, e
vii), Lebesgue, e il teorema ponte.

Continuita degli integrali dipendenti da parametri: viic)

-sia¢g: AxY — R, (Y,d) spazio metrico. Se

1) vi e g per cui |¢(x,y))| < g(z), y # q, x ¢ N, con N di misura nulla, e / g(x)dr < o0,
A

2) x— fy(x) =: ¢(z,y), possono esser integrate, per ogni v,

3) y — ¢(x,y) sono continue in yo per z ¢ N,

allora Z,(y / ¢(z,y)dx & continua in y.

- Se inoltre le y — ¢(x,y) sono continue su'Y per x ¢ N, allora I¢(s t,y) / o(z,y)dz &

continua su A x A xY.



Dimostrazione: - - il primo asserto ¢ corollario diretto di viip). N
T |Z(87 t y) - I(S(J? to, 3/0)‘ < ‘1-(57 2 y) o Z(Sv t yO)‘ + ‘1(57 t 3/0) o I(SO7 to, yO)‘ <
|§b({[‘, y) - gb(l‘7 y0)|dx + |I(87 50, yO) + 1(807 t) yO) - 1(807 t7 yO) - I(ta t07 y0)| <

/ lop(x,y) — o(z, yo)|dx + + /tog(x)dx

per y — yo da viip) (continuita di y — ¢(x,y) per x € N e convergenza dominata,
lo(x,y) — d(z,y0)| < 2¢(x)) il primo addendo ¢é infinitesimo. Gli ultimi due addendi sono
infinitesimi per (s,t) — (so, o) per definizione di integrale in senso generalizzato.

S0

g(x)dz

Corollario, domini variabili con continuita: con le notazioni e nelle ipotesi conclusive

del precedente asserto se a: Y — Aeb:Y — A sono funzioni continue allora
b(y)
Fly) = é(z,y)dx & continua.
a(y)
Dimostrazione: F(y) = Z(a(y),b(y),y), & composizione di funzioni continue, cfr. FT 5.

Derivabilita degli integrali dipendenti da parametri 2: viid)
sia p: Ax D — R, D CR intervallo. Se
0) z — ¢(z,y) sono assolutamente integrabili su A, per ogni y € D,

1) y — ¢(x,y) sono derivabili su D per x ¢ N, N C A di misura nulla,
< g(z), x ¢ N, e g assolutamente integrabile su A,

d
2) vi e g per cui  sup ‘_gb(x’y)
yeD dy

3) le x — d—(:v, y), comunque estese fuori da N, possano essere integrate su A,
Y

d d
allora Zy(y) = / ¢(z,y)dz & derivabile su D, e — (/ qb(:c,y)da:) = / ¢( ,y)de.
A dy A A\N dy

Dimostrazione: e lo schema del precedente criterio di derivabilta di integrali. Piuttosto che
I'uniforme continuita si usera “I'uniforme” assoluta integrabilita delle derivate, data dalla
“dominatezza”. Fissato y € D si considerino gli h per cui h +y € D:

(/¢xy+hm /¢$yM> /ﬁxy+h oY), _ M%y+m—¢@wu%

AN h
_ Oy +h) - ¢(w)h4Jd@ )
h y+heD  dy Y7

%(m)\ < g(a).

--perz & N si ha Ry(z) =

- - per il teorema di Lagrange sup |Rp(x)| < sup
h fED

h+yeD
per ipotesi g & assolutamente integrabile su A, quindi per il teorema di convergenza dominata
di Lebesgue in versione parametrlca viip), si possono scambiare il limite in A con U'integrale:

_ : _ de
d—y(é(ﬁ(&@/)d:t) = lim (/¢xy+hd:c /¢xydx) = /A\Ndy(:cy)da:

y+heD

Corollario, scambio tra derivate ed integrale: ¢ : A x D — R, D C R intervallo se:
0) z — ¢(z,y) sono RLYA) per y € D, 1) y + ¢(x,y) sono derivabli in D, per z &€ N,

mis(N) = 0, 2) dato yo per qualche r > 0 sup ‘2—¢(x, q))‘ < g(z),cong € RLY(A), x & N,
Y

lyo—q|<r

3)-lexz— ,Y), comunque estese fuori da N, possano essere integrate,

_ dg
_ /A o 9 (2, yo)de.

d(
allora per y — Z(y /(bxydx vi e —/(bxy

Dimostrazione: esercizio.




Teorema, derivata per integrali su domini variabili: con le notazioni e nelle ipotesi del
precedente corollario, assumendo inoltre che ¢(x,y) sia continua nel complesso delle variabili,
e che A sia un intervallose a: D — A e b: D — A sono funzioni C*(D) allora

b(y)
Fly) = " o(z,y)dz & CY(D), e
d W) ¢ db da
F) = / e ) 0lb0).9) ~ ) olalw).v).

(comunque estese le derivate a tutti gli z € A fuori da N.)

Dimostrazione: conviene non affrontare ora una dimostrazione diretta che sarebbe una ripe-
tizione, in un caso particolare, della regola della catena e di parte del teorema del differenziale
totale per le derivate di funzioni di pit variabili. Da questi, in effetti, segue come immediato

corollario I'asserto: cfr. FT 13. Comunque le prime mosse sono le seguenti:

b(y) b(y) a(y)
- poiche / o(z,y)dx = / o(z,y)dx — ¢(z,y)dz, lo si dimostra con un solo estremo
a(y) 0 0

b(y) ~
di integrazione variabile: F(y) = / o(z,y)dxr = Z(0,b(y),y), composizione di funzioni.

0
- Fissato y € D, per Iipotesi di continuita nel complesso delle variabili di ¢(z,y), grazie al
t

teorema fondamentale del calcolo integrale, 7 (0,t,y) = / ¢(z,y)dx ¢ derivabile rispetto a t

0
con derivata ¢(x,y) continua per ipotesi nel complesso delle variabili.
- Fissato t € R per il precedente corollario Z(0,¢,y) & derivabile rispetto a y con derivata
t
d d d
/ —¢(x,y)dx. Per continuita delle y —¢(x,y), e “dominatezza” delle x +— —Qs(x,y),
o dy dy dy
grazie al criterio di continuita degli integrali dipendenti da parametro viic), tale derivata

d
- Grayzie ai teoremi del differenziale totale e della regola della catena si conclude.
Corollario: - se A ha misura finita, e: ¢ ¢ assolutamente integrabile in z, ha derivate in vy,
continue separatamente in y ed x, limitate su A x K, K compatto, vale la formula di scambio.
- Se inoltre A ¢ un segmento chiuso e limitato, e: ¢(z,y) ¢ continua in (x,y), con derivate in
y, continue separatamente in y ed x, limitate su A x K, K compatto, vale quella del teorema.

t
/ — (2, y)dx & anch’essa continua nel complesso delle variabili (¢,y).
0

Successioni di successioni La base sono le osservazioni del FT 3, qui riportate:

- Nota 3: - - gli elementi di R™ (a4, ...,a,) possono essere identificati a successioni “corte”
nulle dopo I’ m-simo termine: sg = a1,51 = a2y, Sm-1 = G, Sm = 0,841 =0.. ..

- A loro volta le successioni sg, Sa, . .., che sono funzioni definite su N, possono essere iden-

tificate con funzioni definite su R costanti a tratti sugli intervalli (di lunghezza 1) tra due

. : 0 z<0
numeri interi: Fi, 3, (%) = { s, n<z<n+l ZSnX [nint1) (2).

n=0
- - Le distanze ¢!, 2, (> tra le successioni coincidono rispettivamente con le distanze L', L2,
uniforme tra le funzioni corrispondenti: infatti [integrale generalizzato, su R, di una funzione
non negativa, costante su segmenti, ¢ la serie delle aree dei rettangoli con cui e costituita
la zona del piano tra il grafico e 1'asse orizzontale (sottografico positivo). Cioe la serie delle

“basi” per le “altezze” /F{sn}nEN(x)dx = Zsh.
h=0

- Quindi una successione a due indici {s!,} nen , i.e. una successione di successioni {8"},en,
meEN

§"(m) = s, m € N, puo essere vista come una successione delle funzioni ad esse associate

F™(x) = Fieny,..n (). Sipossono cosi dimostrare o applicare i criteri presentati con maggior

facilita.



viiss) (convergenza dominata) sia {§"},cn una successione di successioni §"(m) = s!,
m E N, a valori in qualche spazio di Banach. Se
E sup |sp,| < 400, (“dominatezza” ovvero convergenza totale nella norma

o nEN
uniforme sullo spazio delle successioni a valori successioni),

2) lim s), = s,,, (convergenza puntuale)

n—oo
allora esiste lim S, E S = E (hm s”m> .
n—o0 n—oo

m=0

Dimostrazione: questa dimostrazione da la tracc1a per una delle possibili dimostrazioni del
teorema di convergenza dominata nel caso degli integrali di Riemann generalizzati assoluta-
mente convergenti. Si tratta di isolare le zone intorno alle singolarita e alle parti di dominio
illimitate, mostrando che per dominatezza ivi gli integrali sono piccoli a piacere.

M
- Sia gm = sup,en S|, € dato € > 0 sia M per cui ng <& (gm >0).

m=0
- Per continuita delle norme e monotonia del limite |s,,| < g, per ogni m € N.

K K
- Pertanto sia E s, che E S sono serie totalmente convergenti per ipotesi di dominatezza,

m=0 m=0
quindi convergenti in norma. Ha senso quindi

00 00 00 o) M-1 00
2= 2 oml = |2 (T —sm)| S Dl = sl = D I8 —sml + D 15— ol <
m=0 m=0 m=0 m=0 m=M

S

-1 o)
|sh —3m|+Qng§Z|s — S| + 26 B2 2¢.

Qulndl essendo I’ ultlma sommatorla una somma finita di infinitesimi per n — 0o, con numero
di addendi M indipendente da n, vi € N per cui per n > N essa e piu piccola di €.
oo oo

3
o

Per tali n > N si ha ZS%_ZSW < 3e.

m=0

viss) (convergenza crescente) sia {§"},cn unsa successione di successioni §"(m) = s
me N, a Valori reali estesi in [0; +00].

n+1
= esiste lim g S = E Sm = g <lim s:fl) .
n—oo n—o0
2)sh >0m,neN m=0 m=0 m=0
Dimostrazione: - sia s,, =: sup s, = hm sm per monotonia in n esiste lim Sy < g Sm.-
neN n—)oo

- - Caso Z Sm = +00: a) se vi e M € N per cui sy = 400, poiche s, — sM = +oo per

ogmk:GNv1enkpercu1sen>nk81hasM>k Pertahn>nkpertantoz Sy > shy > k.

m=0
b) Se per ogni m € N, s,, ¢ finito, per divergenza della serie, per ogni k € N vi & my, per cui
my
Z Sm > k. Tale my non dipende dai valori della variabile n. Quindi
m=0 oo mi my
. nos T no_ i . Loy s
nhigo z:osm > nhjEO z:()sm [indipendenza di my, da n e somma finita] Onlg& Sy, > k
m= m= m=

o0

- - Caso E Sm < +o00: si usa il criterio di convergenza dominata.

e N



Corollario di scambio di serie: - (dominata)

o0 [ee] o0 oo
n _ n
m=0 n=0 m=0 n=0 n=0 m=0
- (crescente)
o0 o0 o0 o0
AT D D) I DI
m=0 n=0 n=0 m=0
Dimostrazione:

n

N
. . . . . . n __ h
si applicano i precedenti criteria a s,, = E osservando che sup < E loy |.

m’ z : U
h=0 NeN n=0
Esercizio: - (somme triangolari) si dia un’interpretazine “geometrica” e si provi l'identita:

h=0 m=0 m=0 h=m

- (scambio di integrali iterati) utlizzando il crietrio di Cauchy per I'apporssimazione di inte-

1 n—1
E\ 1
grali di funzioni continue: se ¢ ¢ continua su [0; 1] allora / o(t)dt = lim E ") (—) C—=
n—00 n n

b B
si mostri che se f & continua su [a; 8] X [a; b] allora/ [/ f(s } / [ f(s,t)ds] dt.

m—1n—1
(Traccia: / [/fstdt] s-llin leZZf( ) %%)

=0 k=0

2) Limiti iterati.
Essendo per I'appunto gli integrali, e piu direttamente le derivate, limiti, conviene analizzare

alcuni criteri positivi generali per lo scambio dei limiti iterati. Ci si basera, come per gli
integrali, sui criteri per successioni. Per le definizioni e notazioni cfr. 5 in FT 3, FT 4, 5, 8.

Scambio dei limiti per uniforme continuita Siano f: Ax B — (Z,d'), AC X, BCY,
(X,d), (Y,d)), (Z,d') spazi metrici, (Z,d') completo, p e q di accumulazione per A e B. Se

0) f & uniformemente continua su A x B con la distanza dp ((,y), (a,b)) = d(z, a) +d(y, b),

1) f(x,y) LmaN g(az)7 puntualmente in A ( d’(f(x,y),g(x)) d(y,q)—0 0>7
2) f(z,y) LN L(y), puntualmente in B (d(f(z,y), L(y)) d(z,p)—0 0),

allora esistono i limiti iterati e il limite complessivo e sono uguali

= lim x,y) = lim lim x lim lim x =: A,
dzl((x7y),(p7q))—>0f( v) d(z,p)—=0  d(y,q)—0 fy) = d(y,q)—0 d(z,p)—0 f@,9)

flzy), (x,y) # (p,q)
A, (z,y) # (pq)

ovvero la funzione F(z,y) = { ¢ uniformemente continua da dy a d'.

Dimostrazione: siusa il teorema, F'T 8, di estensione delle anzi_oni uniformemente continue,a
valori in completi, alla chiusura. Dato che A x B per dp ¢ AX B, siha (p,q) € A x B. Detta
F Destensione di f si ha g(x) = F(x,q) e L(y) = F(p,y). Per continuita di F' si conclude.



Scambio dei limiti per successioni: Siano f,: A — (Z,d),n € N, AC X, (X,d), (Z,d)
spazi metrici, (Z,d’) completo, p di accumulazione per A. Se

1) ful(z) oo, g(x), uniformemente in A\ {p} ( sup,, d'(fu(z), 9(7)) e, 0),
2) fulz) =2 L,, puntualmentein n > v € N (d'(fn(z), Ly) 270 A 20, 0),

allora 31im g(x), 3 lim L, in (Z,d’) e sono uguali:

T—p n—00
lim lim f,(x) = lim lim f,(z).
T—p M—00 n—oo TP

Dimostrazione: - L, & convergente in (Z,d’) a qualche A, infatti & di Cauchy per d', e dalla
completezza di (Z,d’) segue I'asserzione. Si prova che L, ¢ di Cauchy per d":

- - dato € > 0 per convergenza uniforme di f,, a g su A\{p} vie M € N per cuise n, m > M,
per ogni z € A\ {p}: d'(fa(@), fmn(@)) < d'(fal2), 9(x)) + d'(ful2), 9(x)) < 2,
- - d’altronde per n, m > v, x # p, e
d' (L, Lin) < d'(Ln, fu(2),) + d'(fu(2), fin(2)) + &' (fin(2), Lin),

- - prendendo quindi n, m > M, v e passando al limite per x # p, x — p:  d'(Ly, Ly,,) < 2¢.
- Si prova che 3 ilirzl) g(x) = A:
- - dato € > 0, come sopra per convergenza uniforme per n > v, M si ha per ogni z # p:

d'(g(x), A) < d'(g(x), fu(2)) +d' (ful(2), Ln) + d'(Ly, ) < & +d'(fu(2), Ln) + d'(Ly, A),
- - fissato un tale n > v, M passando la limite per = # p, * — p si ottiene
limsupd'(g(x),A) < e+ d(Ln, A),

T—p
- - quindi passando al limite per n — oo si ottiene limsupd'(g(x), A) < e per ¢ arbitrario.
T—p
Quindi limsup d'(g(x), A) = 0, quindi esiste lim d'(g(x), A) = 0 cio¢ g(x) — A in (Z,d).
T—p

T—p

Scambio per parametro generico: Siano f: Ax B — (Z,d'), AC X, BC N, (X,d),

(N, (7), (Z,d") spazi metrici, (Z,d") completo, p e ¢ di accumulazione per A e B. Se

1) f(z,y) Limd g(x), uniformemente in A\ {p} ( SUP,s,, d(f(z,y), g(z)) d(?/vi)—m 0),
y#q
2) f(z,y) o L(y), puntualmente in B \ {q} (d(f(z,y), L(y)) d(z,];)—)() 0),

allora 3 lim g(x), 3lim L(y) in (Z,d’) e sono uguali:

T—p Yy—q

lim lim f(z,y) =lm lim f(z,y).

a=p Y=g y=q x—=p
Dimostrazione: si di applicare il “teorema ponte”, FT 8, che permette di ridurre lo studio di
limiti in spazi metrici a quello di successioni.
- Per ogni y,, — ¢, y, € B\ {q} si pone f,(x) = f(z,y,) per xz € A.
- Per ipotesi fo(z) = f(z,y,) —— g(x) uniformemente per z € A\ {p}, e fu(z) =
F(,y0) == Liyn).
- Si applica il criterio di scambio per successioni e quindi per ogni y,, — ¢ si ha che esistono
i limiti iterati uguali lim g(z) = lim L(yn).

T—p n—00

- Quindi esiste glclilllo g(x) in (Z,d’), indipendendte dalla succesione vy, — ¢ scelta, uguale a

lim, ,oo L(y,). Quindi per il teorema ponte esiste lim L(y) = lim g(z).
Yy—q T—=p



3) Derivate dipendenti da parametri.

iid), primo criterio uniforme di scambio tra limiti e derivate siano f : I x B — R,

I C R intervello chiuso e limitato, B C Y, (Y, d) spazio metrico, ¢ di accumulazione per B,
per cui z — f(z,y) := f,(z) sono derivabili con derivata finita su I per ogni y # ¢. Se

nf) Y29 b uniformemente su I lim  sup|f,(z) —(z) =0[ |,
y7#qd(y,q)—>0 zel
2) f,(p) Y2 yperun p €I,

A) f, converge uniformemente su I a una funzione ¢

allora . o .
B) ¢ & derivabile su I con derivata v
df d
lim & (2, 4) = 2 i .
v dz () dz v (@9)

Dimostrazione: come ripetutamente fatto in precedenza, grazie al teorema ponte, per conve-
nienza di notazione ci si riduce al caso di successioni di funzioni B = N, ¢ = oo.

Si tratta di uno scambio di limiti lim lim Jul@ + 1) = ful2) = lim lim Julw 4+ 1) - f”(x)
n—oo h—0 h h—0 n—o0

A) - Essendo derivabili le funzioni f,, sono continue su I compatto. Basta provare che {f, }nen
e di Cauchy per la convergenza uniforme.

[fn(@) = fn(2)] < |(ful2) = fn(@)) = (fulp) = fr(D))| + | fulp) = fim(p)| =

per il teorema di Lagrange per la funzione f, — f,, definita su I, vi & {(n,m,x,p) = &
strettamente compreso tra z e p per cui

= o = DILFLE) = Fa(O) + Lfale) = Snp)] < EDFL = Filomisiny +1n(B) = Fn(o)]

essendo questi ultimi addendi indipendenti da z, si ha, passando all’estermo superiore per
x € I, nel primo membro della catena:

o = Fmlvmigry <UDV = Fulonisa + 1fa(p) = fu ()],
da |f7,l_f7ln‘Umf(I)+|fn(p> _fm<p)| S ’f/z_QMUmf(I)"i_lfn(p) —U’—i— ’w_frln‘Unif(I)+‘U_fm(p)‘>
per le ipotesi di convergenza si ottiene che la successione f,, & una successione di Cauchy per
la norma uniforme di funzioni continue a valori nello spazio completo R, quindi ha limite
uniforme ¢ continuo su /.

B) Si applica il crierio di scambio dei limiti iterati quando il limite in una variabile sia
uniforme rispetto all’altra. Si fissi x € I, e un intervallo J per cui  + J C [ sia un intorno
di x relitivo ad I. Vi sono i due limiti puntuali

—. fTL(x + h’) _ fn(x) h—0

R, (h) h f(x) puntualmente per n € N
R,(h) = Jule + h})L = Jnl®) o, plo + h})L — #lo) := R(h) puntualmente per h # 0, h € J,

ripetendo i calcoli fatti si ha che il secondo € uniforme in h € J \ {0}:

Ry (0) B ()] < [Vl = I 2 M) = Unl) = I} g grange] (706) — 1,00)] <

< |fi = fiulonipcry» indipendente da h € J\ {0}.
Passando all’estremo superiore nel primo termine della catena, si ottiene che la successione
R,, n € N, di funzioni continue in h, ¢ di Cauchy per la convergenza uniforme per h € J\{0},
quindi ivi convergente uniformemente per completezza del codomino R. Inoltre esistono 4
limati iterati e sono uguali:

3¢ (z) = lim lim R,(h) = lim lim R,(h) = lim f) (x) = ().

h—0n—o0 n—o00 h—0 n—00

Esercizio: - se 1" intervallo non ¢ compatto dedurre il risultato da quanto dimostrato.



Osservazione: per quanto tecnico il punto di questo primo criterio di scambio € che non si
fanno assunzioni di continuita o di integrabilita sulle funzioni derivate. Con tali assunzioni
si hanno altre vie che permettono direttamente lo scambio tra derivazione ed integrazione.

secondo criterio di scambio tra limiti e derivate siano ¢ : I — R, I C R intervello
chiuso e limitato, assolutamente integrabile su I, f : I x B — R, B C Y, (Y,d) spazio
metrico, ¢ di accumulazione per B, per cui z — f(z,y) := f,(z) sono derivabili con derivata
[, assolutamente integrabile su I, per ogni y # ¢, . Se

/|f (@)ldr £2% 0 (722 0).
()

p)—>vperunp€[

A) f, converge uniformemente su / a una funzione ¢

allora
B) ¢ ¢ derivabile su nei punti di continuita di ¢» con derivata 1)
se ¢ = lim, ,, % & continua in x( si ha  lim ﬁ(m, y) = — lim f(xo,y).
dz y—q dx dx y—q

Lemma , estensione del teorema fondamentale del calcolo integrale: Se una funzione
g ha funzione derivata assolutamente integrabile su un intervallo I allora
€T

g(x) —g(z) = / gt)ydt, z<zel.
z
Dimostrazione lemma: per continuita di g, essendo le singolarita di ¢’ finite, ci si riduce
al caso di derivate Riemann integrabili. Dato ¢ > 0 vi sono z = §,< ... <, = x, per

m—1 x
definizione di integrale di Riemann, per cui Z(th — &) sup g(t) —e < / g (t)dt <
h=0 En<t<&p+1 2

m—1
Z(£h+1 — &) - : <%r<1£ . (t). Per il teorema di Lagrange vi sono 0, € (&,;&p41) per cui
h=0 h h

0@ —9() = 3 [0En) ()] = 3 (€ [ gln) — } S €64/ (00) ~

— — Ehy1 — fh
x
~ / ¢ (z)dx £ €, essendo € generico la tesi.
z

Dimostrazione: 'argomento ¢ quello del primo criterio. Ci si riduce a successioni di funzioni.
xr

A) - f, ¢ di Cauchy per la convergenza uniforme: f,(z) — f.(p) = / fr(t)dt,
p

(@)= Frn ()] < [(fn (€)= f () = (fin (@) = o (D)) [+ frn () = (D) = /I(fé(t) - f&(t))dt‘ +

+H/fu(p) = fn(p)] < / |[/2() = frn(@®)] dt + | fu(p) = fn(p)| T'ultimo membro non dipende da

I
x, passando all’estermo superiore per x € [ la tesi. Per completezza uniforme delle funzioni
continue a valori reali, f,, converge uniformemente ad una funzione ¢ continua su I.

cln ) el g 1

B) - Se ¢ ¢ continua in xy, si ha da una parte
n—oo h

xo+h xo+h

zo+h h R
frdt — | (t)dt g/ |f2(t)dt —(t)|dt < /ny,;(t)dt—w(t)mt =0,

zo+h
(xo +h) — o(xo 1 h—0 : .
( })L (o) =—- W(t)dt — 1(xo) per il teorema della media integrale e
per continuita in xg.
Osservazione: tale criterio e il primo sono in prima istanza indipendenti.
Esercizio: scambio tra derivata e serie si enuncino i due criteri per serie di funzioni, e li
si deduca dai corrispondenti per successioni di funzioni sopra provati.

dall’altra

quindi



[B] per V.Barutello et al. Analisi mat. vol. 2;
[F] per N.Fusco et al. An.Mat. due;
[F'S] per N.Fusco et al. Elem. di An. Mat. due, versione semplificata.

[B] pagg. 373-374, caso di dipendenza da un solo parametro e uso dell’'uniforme continuita
con Vedd. ...

NOTA: rimane pero da dimostrare che H(r,s,z) =: / f(t,x)dt, pag. 374, & continua
nel complesso delle tre variabili. E questo non e’ esplicitat(g nel libro.

[F] pagg. 156-157.

[F'S] pagg. 6-10, 13-14.



