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FUNZIONI MULTILINEARI, DERIVATE DI PRODOTTI DI CAMMINI, DETERMINANTE

Funzioni multilineari.

Funzioni multilineari. - Siano V!, ... V¥ W spazi vettoriali: una funzione P : V! x --- x
VF — W si dice multilineare se fissate k — 1 tra le variabili vettoriali, si ottiene una funzione
lineare nella variabile vettoriale rimanente. Si dice forma multilineare se W =R o W = C.
- In altri termini e distributiva rispetto alle somme degli spazi vettorilai e “commutativa’
rispetto al prodotto per numeri reali. E quindi suggestiva la notazione che e quella del
prodotto di numeri: P(v!, ..., v¥) =o', .-+ v* per mettere in risalto tali proprieta.

Se by = {bj-}ig ¢ una base di V7, 1 < j < k, il prodotto P ¢ determinato dai valori sulle
k — ple di elementi delle basi: P(b%, ... bi*).

)

Funzioni multilineari alternanti: Per V! = ... = V¥ = V una funzione multilineare su V
(V x---xV k volte) si dice alternante se si annullla quando due fattori sono uguali. Ovvero
e antisimmetrica cioe cambia segno se due fattori si scambiano di posto.

Osservazione: se k > dimV la sola funzione multilineare alternante su V' e quella nulla.

Esempio: - il tipico esempio di forma multilineare ¢ il determinante di una matrice A quadrata
m x m, come funzione delle colonne (o delle righe). In questo caso k =m, V1 =...=VFk =
R™, W = R.. Essa risulta alternante cioe anticommutativa rispetto allo scambio delle variabili
vettoriali. Si ricorda il seguente teorema:

Teorema: vi & un’unica funzione m-lineare da R x - -- x R™ad R, alternante, che vale uno
sulla base canonica di R™: il determinante della matrice che ha gli m vettori come colonne.

Dimostrazione: siano dati: eq,..., e, la base canonica R™, e, per 1 < j < m, i vettori
vl =(v],...,v)) =vle; + -+ v e, Se A ¢ multilineare su R™ per cui A(ey, ..., e,) =1,
si ha: AW 02 0™) = Avjer + -+ + 0k e, v, u™) =

m
=viA(e, 0% .., 0™) - ol Aley,, 02, .. 0™) = Zv}lA(eil,vg, ™) =

i1=1
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Notazione: - Se A ¢ una matrice h X k con Agﬁ si indica la sua componente di ¢-esima riga e
j-esima colonna: considerando gli elementi di R e di R* come colonne A7 = teiRhAe?k.

- Con A4; si indica la i-esima riga, con A7 la j-esima colonna: A; = eR"A, A7 = Ae?k.

- Siano dati: A matrice h X k, due multi-indici crescenti di numeri naturali non nulli: I =
(11, ytp)y, 7 < hy 1 <4y < -+ < i, < h e, rispettivamente, J = (ji,...,Js), s < k,
I<pn<---<js<k.

--Con Aj 0 A;, _;, rispettivamente A7 o A7-+Js si indicano le matrici r x k ed h X s ottenute
selezionando le righe 7; ..., rispettivamente le colonne 7; ... j;



--con Af o Afllfr la matrice r X s ottenuta selezionando sia le r righe che le s colonne;

te{:{n
- - posto quindi ER" = (eR"|...|eR") = Id,x, = : ,siha (Aehxk):

t R”

n
A =ER"A, AT = AE® | A) = ERMAER = (4;)7 = (47);, (B) = Ey;

- - Ey = E;, ;. ha nulle le colonne di indice non in I, e, essendo i, < i541, m < 7 colonne
adiacenti consecutive non nulle formano sottomatrici Id,,x.,; analogamente per E”;
- - per le matrici identita se I ha qualche indice che non compare in J, o viceversa, la
ErE’ = E;ld,«,E’ = E{, matrice r X s, ha la riga di quell’indice, rispettivamente di quella
colonna, nulla: in particolare E;E7 = ET & la matrice identica della dimensione di I;
- - non ha senso il prodotto E’E; se gli indici hanno dimensione diversa, r # s; se r = s la
matrice n x n, £/ E; ha nulle le colonne di indice non in I e le righe non in J.
In particolare E'E; ¢ la matrice diagonale con elementi nulli per gli indici non in I;
--con Ayo Ay, Ao At AT o AN e matrici (h— 1) x k, hox (k= s),
(h —r) x (k — s) ottenute nei vari casi scartando le righe o le colonne degli indici barrati.
--Secon I, ©J siindicano i rimanenti indici si ha: A ¢ = Ay e analoghi per A, A/

- | el
- Quindi per una matrice quadrata A invertibile si ha [A ] L= (=1 Tetd

! e
Osservazione: si considerano F = Id,«,, H = (hy,...,hy), 1 <hy < - < hy, <n,m <n.

- Allora la matrice m x n, Ey ¢ la matrice associata (nelle basi canoniche) alla funzione

lineare di proiezione di R™ su R™, con le componenti specificate da H.

- La matrice n x m, B & associata (nelle basi canoniche) alla funzione lineare immersione

di R™ in R", nel sottospazio coordinato con componenti non specificate da H nulle.

- Come osservato EyE?! = B = Id,,«m; E¥Ey, n x n (immersione della proiezione) &

associata alla proiezione ortogonale da R"™ in se sul sottospazio coordinato di R™ generato

dalla colonne di E¥, quello appunto in cui le coomponenti non specificate da H sono nulle.

- Se J ed I hanno stessa lunghezza r la E/E; + EJEI/, indicati con hy < --- < hy,_, gli

indici non in I, ky < --- < k,,,_, quelli non in J, da la permutazione di coordinate crescente

a blocchi (shuffle) che porta z;, al posto jj, s, al posto k,.

Notazione: - Per la sostituzione con una colonna v, della colonna j* di una matrice A, h x k

si usa la notazione A [v/A7], o (...|A77V]|AITL . [). Analogamente per le righe.

- Quindi la regola di Cramer per le soluzioni u del sistema lineare Au = v h X h, ovvero
h

u; = Z(—l)i” v; detA;//(detA)’1 diventa, essendo la sommatoria lo sviluppo del determinante

j=1
per la i® colonna della matrice Afv/A"] :
detAfv/A! . detA[VI /AT
U = M. Per un sistema matriciale AU =V, U= A"V : Ul = detA[VZ/A')
det A detA
Teorema: se (eq,...,e,) e la base canonica di R™, k < m ogni funzione k lineare alternante
AsuR™ e del tipo:  A(A',... A% = > Aley,... e )detAl "

1<iy <--<ip<m

La dimostrazione elementare si basa sul ragionamento che si usa per provare l'unicita del
determinante, ovvero lo sviluppo di Leibniz, usando la multilinearita (distributivita ed omo-
geneita) e l'alternanza per raggruppare i fattori che differiscono solo per I'ordine.
Corollario: due funzioni k lineari su uno spazio vettoriale V' di dimensione m, coincidono
se coincido sulle k-ple, b, , ..., b;, di elementi di una base by, ..., by.

e Si definiscono le funzioni k-lineari dz;, A --- A dx;, (A', ..., A¥) = detA;% A7 € R™.

21...0%

- Tenendo presente il significato geometrico del determinante (“volume con segno” di un
“parellelepipedo orientato”, cfr.paragrafi seguenti) queste funzioni intuitivamente calcolano i



“volumi k-dimensionali con segno” dei “parallelepipedi k-dimensionali” in R* ottenuti proi-

(m
ettando suil ( f

in R™ con spigoli dati dalle somme di Ogm, A', ..., A,

) piani coordinati di R™ di dimensione k, il “parallelpipedo k-dimensionale”

m
- Quindi le funzioni £ lineari alternanti su R sono uno spazio vettoriale di dimensione ( f ) ,
con base data da dx;, A --- Adz;, al variare di 7; < --- <4 < mu
Esempio: cfr. FT10 - il prodotto vettoriale - x - in R?, & una funzione bilineare alternante a
valori in R%: - x - R*x R* 5 R®, VI = V2 =W = R%
uxv =dry Adrs(u,v)e; —dry A des(u,v)es + dry A deg(u,v)es =
= (U2U3 — U3V, U3V — U1V3, U1V — U2U1) '

- Fissato un vettore u = (u, ug, u3) ad esso si associa la matrice antisimmetrica @ associata
alla funzione lineare che da il prodotto vettore sinistro con w:

0 —Us U9 T
UX T =Ur = U3 0 —-wu Ty
— U2 Uy 0 ZT3

Esempio: Indicato con My, lo spazio vettoriale delle matrici reali con a righe e b colonne, il
prodotto righe per colonne P : My, ym X Myse = Mpxi: (P(A,B))] =3 A7 B, ¢ bilineare.
Prodotti scalari tra matrici Identificando lo spazio My, delle matrici h X m con

R" e.g. allineando verticalmente le colonne per ottenere vettori colonna A = (Af ) —
LAY, ... AL A2 A . AT e orizzontalemente le righe per ottenere vettori riga A —
(Al AP AL o AL AT, il prodotto scalare in R™™ diventa un prodotto scalare -

tra matrici h X m
(A-B)gwm =Y ;> AlB: =triAB=:A-\, B

corrispondente al prodotto righe per colonne

trAB = ((A)L,. .. (A, (AL, . (AL (A (BL,... BYB2,... B",...,B") =
= (AL, AL A2 Am . A™)(BY,... Bl B?... Br.. . BP

Funzioni bilineari e sesquilinari. - Una forma bilineare reale definita su coppie di elementi
di uno spazio vettoriale reale, che sia simmetrica (commutativa nelle due variabili vettoriali),
non negativa, non degenere ¢ un prodotto scalare (cfr.FT2, proprieta sl, s2, s3, s4).

- Una forma definita sulle coppie di elementi di uno spazio vettoriale complesso, a valori
complessi, (z - y) € C, si dice sesquilineare se soddisfa:

h2.1) additivita: ((z+u) - (y+v)) = (x-y) + (u-y) + (- v) + (u-v),

h2.2) omogeneita (linearita) nella prima variabile: (Ax -y) = Az - y) per ogni A € C,

h2.3) antiomogeneita (antilinearita) nella prima variabile: (x - py) = f{x-y) per ogni pu € C;
- una tale funzione si dice hermitiana se soddisfa anche la condizione:

h3)simmetria: (x-y) = (y-x), da cuisegue anche: (x-x) € R,

- si dice prodotto scalare hermitiano o prodotto scalare complesso se inoltre soddisfa:

hl) non negativita: (z-z) >0,

h4) non degenere: (x-z) =0 <= x =0.

- Come per le forme su R™, ogni forma sesquilineare su C™ individua una matrice B, m x m,
a coefficienti in C, e viceversa: si ottiene con i valori della forma sulle coppie di elementi della
base canonica B! = (e; - e;), per cui {z -y) = ‘oBy (considerando le m-ple come colonne).
La matrice B associata ad una funzione hermitiana risulta pertanto autoaggiunta cioe B = *B,
e con autovalori reali.

Il prodotto scalare complesso “canonico” su C™ e quello associato alla matrice identica:
(T y) =271+ + TnYm.

- Se una forma sesquilineare ¢ non negativa ¢ hermitiana e si pone ||z|| = \/{(x - z).



Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz: Come per i prodotti scalari reali, per i prodotti
scalari hermitiani vale la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz (|z| ¢ il modulo di un numero
complesso): (A= B)| < [IAI[1IB]],

avendosi I'eguaglianza se e solo se A e B sono linearmente dipendenti.
La dimostrazione esposta in FT2, nel caso di prodotti scalari reali, porta solo a |Re((A-B))| <

(A-B)
———— B al posto di B.
[(A-B)|

- Pertanto per prodotti scalari complessi ||z|| € una norma e d(x,y) = ||z — y|| una distanza.

||A||||B||. Si applica quindi tale diseguaglianza con

Le eguaglianze Cauchy-Binet e Cauchy-Pitagora

Cauchy-Binet in R?: - come mostrato in FT 10, le uniche funzioni reali bilineari antisim-
metriche B : R? x R? = R, sono:

a Uy U
B(u,v) = det | b wus vy | = a(ugvs — uzvg) + b(vius — ugv3) + c(ugve — ugvy) =
C Uz s
a Uq V1 0 ¢ =b V1
= < b . U9 X Vo > = (ul,UQ,Ug,) —c 0 a ()
Uus Vs b 0
- Equivalentemente A = ‘(ay,as,as), B = '(by,by,b3), U = ul,ug,u?, , V (v, v, v3)
ai by U1
<AXBUXV> = < a9 X b2 . U9 >
as b3 Uus

= det(A |B)agdet(U |V )a3 + det(A |B)1gdet(U |V )13 + det(A \B) 2det U V)=

= ((Igbg — agbg)(U,Q?Jg — Ugvg) (blCLg — CL1b3)(U1U3 — U1U3) (albg — Clle)(Uﬂ)Q — U2U1).

¢ Uy U1
, A a; Qag asg <A . U> <A . V)
D’altronde det (tB>(U|V)_ det( by by by ) Uz V2 _det<<B'U> (B-V>) -
U3 U3

= (a1u1 “+ agug + CL3U3)<b1U1 + b2U2 + b3U3) - (CL1U1 “+ agUy + G3U3)(b1U1 + bgUQ + bgUg).
Sviluppando i calcoli si ottiene alla fine:

det@)(sz):mw UxV)=

—det(A |B)asdet (U |V)os + det(A [B)isdet(U V)13 + det(A |B)iadet(U [V)1s

- Alternativamente: osservando che fissati A e B le funzioni (U,V) — det (A|B)(U|V)
e (U,V) = (AxB-UxV), sono bilineari alternanti su R?  per ottenere l'identita basta
verificarla sulle coppie di elementi della base canonica e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), es =
0,0,1),

7
det (A|B)(eile;) = (AxXB-e;xe;), i < j

ancora osservando che fissati e;, e; (A, B) — det (A|B)(e;|e;) e (A, B) — (Ax B -e;xe;)

sono bilineari alternanti basta verificare: det ‘(ey|e;)(ejle;) = (enx ey -e;xe;), i < j, h < k:

infatti se {h,k} # {i,7} la matrice prodotto del primo membro ha una colonna e una riga
nulla e quindi il determinante € nullo. Il secondo membro sara invece nullo essendo i prodotti
vettori di due elementi della base canonica eguali, a meno del segno, a quello mancante: se le
coppie sono diverse i prodotti vettori sono, segno a parte, diversi vettori della base canonica,
quindi ortogonali. Quando invece (i, j) = (h, k) entrambi i termini sono uguali ad 1, avendo
a priori imposto i < j e h < k.



a; b

Osservagione: - il determinante di matrici 2 x 2, ( b
az 02

) intuitivamente rappresenta il

rapporto tra l'area con segno del parallelogramma di vertici O = (0,0), ‘A = (ay,as),
‘B = (b1,b2), S = (a1+0b1,as+bs), e quella “unitaria” del quadrato generato dai versori ey, ey
del sistema di coordinate. Se questo parallelogramma & orientato come (eq, es), cioe il “primo
” lato orientato OA si allinea sul “secondo” lato orientato OB spazzando la zona dell’angolo
convesso tra i due, in senso antiorario, (ovvero i vertici nell’ordine (O, A, S, B) sono in senso
antiorario), si assegna segno positivo negativo altrimenti. Per esempio con il teorema del seno:
[det (A|B)]? = det (A|B)(A|B) =
:det<§g | ﬁiz ég | g;z): AR Bl (1 — cos? AOB)= |A]2| B[ sin? A0
In un qualsiasi sistema di riferimento cartesiano con stessa orientazione (ortonormale dato da
una rotazione R) il determinante della matrice delle nuove coordinate, ‘RA, 'RB, non cambia.
Interpretazione geometrica di (Ax B -UxV): ortogonalizzando (A, B) senza normaliz-
t

zare, (sostituendo C' = B — (B- A)A a B) la quantita det (U|V) non cambia, cosi come

A
B
1" area del parallegramma generato da A, B ¢ uguale ad |A||C], quella del rettangolo generato
da A, C. Nel caso (A-U), (C-U), e (A-V), (C-V) sono le coordinate nel sistema di riferi-
mento ortogonale (non ortonormale) (A|A|72, C|C|™2), delle proiezioni di U e di V sul piano
IT generato da A, B. Quindi, un’interpretazione geometrica di (A x B -U X V)gs, ¢ quella
di rapporto tra le “aree con segno” (il segno del determinante tiene conto dell’orientazione
relativa) quella del parallelogramma proiezione su I di quello associato ad (U, V), e quella
|A||C| del rettangolo della base (A|A|72,C|C|™?). Brevemente (A x B-U X V)gs ¢ 1'“area
con segno” rispetto alle unita di misura |A|gs, |C|gs di un sistema di riferimento ortogonale
che dia un rettangolo con stessa area e orientazione del parallelogramma generato da A, B.
Estensione del teorema di Pitagora: - d’altronde grazie a tale interpretazione intuitiva
si arriva direttamente a convincersi dell’identita di Cauchy-Binet nel caso A = U, B = V.

) ) t . <A ’ A>R3 <A ’ B>R3 —
Infatti da una parte:  det (A|B)(A|B) =det ( (B-A)gs (B-B)rs )

=|A|%s| BJ%s (1 — cos®> AOB) = |A]?| B|? sin> AOB

Lemma : se R & una rotazione, 'R = R, detR = 1, si ha R(A x B) = RA x RB.
(C-(Ax B))=det (C|A|B) = detR det (C|A|B) = det(RC|RA|RB) =

—(RC - (RA x RB)) = (C - 'R(RA x RB))
per cui R(A x B) = RA x RB, essendo C' arbitrario.
- D’altra parte, grazie al lemma, considerando la rotazione che porta il piano generato da
A, B sul piano coordinato z = 0 (rotazione attorno alla retta intersezione dei due sottospazi
vettoriali in questione) ci si riconduce al caso piano e si ha:

|A x B|%s =|RA x RBJ%: = (det(RA|RB))? = |RA[Ae| RB|%: [sin(RA)O(RB)|? =
=|A[%s|B|%s |sin AOB|?
che si interpreta come area del parallelogramma di vertici O, A, B, A+ B nello spazio .
- In definitiva si ottiene I'analogo del Teorema di Pitagora:
Area(O, A, B, A+ B) =det (A|B)(AB) = |A x Bf%s =

=somma quadrati aree proiezioni ortogonali sui piani coordinati.

Y

La formula di Cauchy-Binet in R™: se S e P sono matrici m X k, con m > k si ha:
det tSP = Z det Stl...tkdetptl...tk = Z det St1...tth1...tk-

1<t) <<t <m 1<ty <--<t),<m
Dimostrazione: - si segue la traccia della seconda dimostrazione fatta nel caso m =3 e k = 2.



Preliminarmente si osserva detAr detBy = det ArBy = det ErAE;B.

i- Fissata S, essendo 'SP = ('SP'|...|'SP*), 1a (P',...,P*) ~ P — det 'SP ¢ k-lineare
alternante. Piu direttamente ognuno degli addendi del secondo membro definisce una funzione
k-lineare alternante: (P',... P¥) ~ P> det Sy, ;. detP, .

ii- Quindi, denotando con (ey, ..., e,,) la base canoniica di R™, basta considerare
P=(eyl|...le;,) =t BT, 1 <iy <--- <ix < m. Ripetendo il ragionamento su S vista per
righe, fissati 1 <17 < --- <1 < m, basta considerare

S:(eh1|...|ehk) =: EH, 1<hy<--- <hk§m

Ci si riduce quindi a verificare dati 1 < i3 < -+ - <@y <m, 1 < h; <--- < hy <m

?
det ‘(en,| ... [en,)(en] .- les )= > det(en,|...len,)r.c,det(es .. [ei )0,

1<t1<--<tx<m
indicando i k-multiindici crescenti con le maiuscole delle lettere rispettivamente indicizzate

det (E™)E! i > det(EM)rdet(E")r.
)

iii- Ora basta osservare:
- per il primo membro che (Ef) = Ey, quindi (E")E! = EyE! = EF;
- per il secondo membro che: (E#)y = ErE? = EX (E')y = EprE' = EL.
Se H#I: - per il primo membro det B = 0 avendo la matrice una colonna e una riga nulle;

- per il secondo membro: per ogni addendo se T' # H la prima matrice avrebbe una
colonna e una riga nulle, per T' # [ cio accadrebbe per la seconda matrice: in entrambi i casi
i determinanti sarebbero nulli. Pertanto se H # I sarebbero tutti addendi nulli.
Se H=I: - per il primo membro detEf = det Idyy = 1;

- per il secondo membro: per quanto sopra analizzato, sarebbe non nullo solo
I'addendo con T'= H = I, e si avrebbe det Ep B = detEpE! = det Idj), = 1.

Osservazione: detS P ¢ sempre nullo. Gia le matrici E# hanno m — k righe nulle e le E;, di
tipo trasposto, m — k colonne nulle. Il prodotto E¥ E;, m x m, avra determinante nullo.

Osservazione: L’interpretazione geometrica del determinante si estende al determinante di
matrici quadrate ) m X m considerandolo come “m-volume con segno” del parallepipedo
m-dimensionale di vertici O, Q',...,Q™, e le loro somme, orientato considerando nell’ordine
(Q',...Q™). L’argomento ¢ la versione piuttosto semplificata del seguente:

Interpretazione geometrica: - tale interpretazione si estende appunto anche ai determi-
nanti del tipo det ‘PP > 0, con P matrice, “lunga”, m x k, m > k.

Si interpretera tale determinante, sempre non negativo, come “quadrato del k-volume” del
parallepipedo k-dimensionale in R™, di vertici O, P!, ..., P* e le loro somme.

- Se le colonne di P sono dipendenti (“k-parellelpipedo degenere” )anche le colonne di ‘PP =
('PPY|...| 'PP*) sono dipendenti e il determinante & nullo.

- Un modo di convincersi di tale interpretazione, quando le colonne siano indipendenti, ¢
fare, iterativamente nell’ordine di P',..., P*, partendo da R' = P!, la proiezione R’ ortog-
onale della colonna P! sullo spazio vettoriale ortogonale a quello generato dalle precedenti: &
il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt senza normalizzare i vettori ottenuti,
indicando con 7 il versore di un vettore v # 0:

h—1
R'= P"-Y (P" R), R, h>1 R'=P.
=1

- - A livello algebrico si ottiene una matrice R = (RY|...|R*),m x k, con colonne ortogonali,
per cui ‘RR ¢ la matrice diagonale quadrata k x k, con elementi diagonali |R"Zm, - - . , | R¥|&m,
per cui det 'RR = |R"Zm -+ | R¥| 2.

- - A livello geometrico si ottiene un rettangolo di dimensione k.



V(P

- - - Algebricamente si ha: ‘RR = ‘R(R'|...|R*) = (‘RR'|...| 'RR*), ogni colonna ‘RR" ¢
‘RP"+combinazione lineare delle precedenti: det ‘RR = det ‘RP = det ‘PR = det ‘PP.
- - - Geometricamente: 1’h-volume, qual che sia la sua definzione, Vi (S) di un parallelepipedo
h-dimensionale S, si vuole coincidente con il prodotto del volume (h — 1)-dimensionale di
una “base ” (che e (h — 1)-parellelepipedo generato dai primi A — 1 spigoli dall’origine,le
prime h — 1 colonne delle matrici in giuoco), moltiplicato per “I’altezza” (la lunghezza della
proiezione ortogonale dell’h-simo spigolo dall’origine sull’ortogonale del sottospazio generato
dai precedenti). Quindi qual che sia la definizone di volume, iterativamente si deve ottenere:

Vi(P) = Vi(R).

Nel caso del k-rettangolo, generato da R!, ..., R* tale volume V (R) si vuole che sia anche il
prodotto delle lunghezze degli spigoli generatori. Quindi concludendo:
det PP =det 'RR = |R!|}m - -+ - |R*|gm = V(R)? = V(P)%.

Osservazione: da tale interpretazione e dalla formula di Cauchy-Binet:
Pitagora per k-parallelepipedi: se P ¢ un k-parellelepipedo in R™, k < m:

—y/somma quadrati dei (k — 1)-volumi delle proiezioni ortogonali sui (k — 1)-piani coordinati.

Derivate di prodotti di cammini

Derivate di prodotti: se P : RM x ... x RM» — R™ ¢ multilineare, e f* : I — RMi,
1 <4 <k, sono cammini derivabili in ¢, allora g(t) = P(f*(t),..., f*(t)) ¢ derivabile in t e:

d(ft df' .
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La dimostrazione e di tipo induttivo sul numero di fattori k. Si puo supporre, passando
alle componenti, che m = 1. Il passo induttivo ricalca la dimostrazione per k = 2 (caso di
funzioni bilineari). A sua volta questa ricalca quella della derivata del prodotto di funzioni a
valori reali, oppure si fa per componenti. Si esemplifica quindi solo la dimostrazione nel caso
di1 funzioni bilZineari e si dlenota cgn A la matrice M; x M, associata a P:
frf@+h), f2f(t+h)—f (), (2
) PO 2SO IO (), 20+ 7' 0) 0 £20)) =
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- (r'w f()+f()pf(Y>—pﬂlmm%mw
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per Cauchy-Schwarz |[v! -, v?| < C( Y ar [v?]ar,: tutti e tre gli addendi sono infinitesimi.

Derivata del determinante. - Data una matrice A, quadrata m x m, si definiscono: la
matrice cof A dei cofattori (cof A)f = (—1)h+kdetAZ e la sua trasposta, la matrice aggiunta
adjA, (adjA)f = (—1)h+kdetAZ. Se A ¢ invertibile (detA)A™! = adjA.

- A titolo di esempio se A : I — M,,xm € un cammino di matrici derivabili il determinante
(essendo un polinomio nelle funzione coefficienti A?(t)) & derivabile e si ha:

(detA) = cofA -y A =tr(adjA A)
nel caso in cui A sia invertibile si ha quindi (detA) = (detA) tr(A™1A")
Dimostrazione: applicando la formula per funzioni m lineari e lo sviluppo per la colonna 5 del
determinante: (detA) =" det (... A7TTAIT AT ) =57 ST (A]) (= 1) det (Af//) =
= A" pm (cof A).




Moti piani di rotazione. - un moto di rotazione attorno ad un asse per l'origine nello
spazio, su piani ad esso ortogonali, & dato da P(t) = A(t)Fy, V(t) = P'(t): P, posizione
iniziale, A : R — M3,3 cammino di matrici ortonormali *AA = Id, A(0) = Id, con stesso
autovettore v di autovalore 1: Av=wv, che identifica il comune asse di rotazione costante.

- Siano Q il wvettore di velocita angolare Q@ = +wwv, e (x1, 9, x3) le coordinate cartesiane di

~ 0 —Qg QQ T
P(t): OxP=Q=| Q3 0 — Ty |, P(t)=V(t)=Q(t) x P(t).
—Qg Ql 0 T3

- Derivando le relazione di ortogonalita si ottiene 'A’A + 'AA" = Op,, 4, la matrice nulla.
In altri termini A’ 'A ¢ antisimmetrica ‘B = —B.

- Essendo fisso I'asse di rotazione si ottiene anche A'v = Ogs

- Si ha P'(t) = A'(t)P, da una parte, dall’altra P'(t) = Q(t) x P(t) = QA(t)Py e questo per
ogni condizione iniziale F. Pertanto

A'(t) = QA(t) , per ortonormalita di A(t) quindi Q = A'(t) LA(t).
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