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FOGLIO DI TEORIA n. 13
TEOREMI SULLE DERIVATE E LA DIFFERENZIABILITA
GENERAZIONE.

Teorema, del differenziale totale. - Sia f : D C R™ — R™, p interno a D.

Se f ha derivate direzionali nei punti di una palla centrata in p, rispetto a M vettori indipen-
denti v!,...,v™, che siano continue in p allora ¢ differenziabile nel punto p.

- In particolare se f ha tutte le derivate parziali in un intorno di p, continue in p.
Corollario: Se A = A° C RM| le funzioni C'*(A) sono restrizioni di funzioni differenziabili.
Osservazione: 'ipotesi del teorema e sufficente per la differenziabilita ma non necessaria.
Gia per funzioni reali di una variabile reale, vi sono funzioni differenziabili, nel caso cioe
derivabili, ma con funzione derivata non continua:

1
?sin—x # 0 1
Esempio: f(z) = roemyt 7 . 3f(0) = lig[l)f(x) — f(0)x = lig%xsing = 0, ma per
0z =0 ’ ’

x # 0siha f'(x) = 2zsin — — cos — che per  — 0 non ha limite.
T T

La funzione differenziale: Sia A aperto di RM. Sia D'(A) lo spazio vettriale delle funzioni
differnziabili in ogni punto di A. Sia f una funzione a valori in R e differenziabile in ogni
punto di A. La funzione che associa ad un punto x € A il differenziale D, f di f in quel
punto si dice funzione differenziale o funzione tangente della funzione f:
Tale funzione & del tipo Df : A Lin(RM R™).
Associando alle funzioni lineari da RM in R™ (Lin(R™, R™)) la corispondente matrice m x M
si ha la funzione Jacobiana da A in M, data da

v €A Jf(x) ~ Oufi(x),...,0mfi(x), ..., 01fm(T),...,0kfm(z)) € R™M.
Trasponendo si ha la funzione gradiente x — V f(z) € Mpssm.

Esempio: - si consideri in RM la distanza dall’origine: 7(x) = |z|y =v/{z - ) =\/23 + -+ + 22,

- - Si ha c}12e r?(z) = |z|3; = (x-x) = 23 + -+ + 23, & continua con derivate parziali
r

continue 5 (r) = 2x;, quindi ¢ differenziabile in R™ e Vr?(z) = 2z. Ovvero, identifi-
L

cando Lin(R™ R) con My e quindi con R™ | la funzione differenziale di r?, & il doppio
dell'identita su A = RM: Dr? = 2Idgum che associa ad ogni x € RM il differenziale di 72 in
z, che ¢ la funzione lineare da RM ad R, v — D,r*(v) = 2{v - Vr?(z)) = 2(v - ).

or 1 or? T
- - La funzione r e continua, ha derivate parziali (r) = ——— = — continue in
x; 2r Ox; || ar
= x ~ . .
RM\ {Ogwm}. Quindi ¢ differenziabile, Vr(z) = Toln = 7, il versore posizione.
TIM M
- Analogamente per una forma quadratica in RM: Q(r) = (z - Qx) = Z QrrTrry =

M h,k=1
= Qurr+ > _(Qui+Qun)zpy, siha ng(x) =2Quzi+ Y _(Qu+Qui)zr = (Q+ Q)x):.
h=1 h<k ! k

Per il teorema del differenziale totale ¢ differenziabile, e VQ(z) = (Q + ‘Q)x, ciot DQ =
@+ Q), D:Q(v) = (v-(Q+ Q)z).
- f(r,@) = (rcosp,rsinp) : R — R? ha derivate parziali continue %(T, ©) = (cos p, sin @),

g—f;(r, ) = (—rsing,rcos ). Quindi ¢ differenziabile J(W)f:( Z?jg ;Zzlsnf ):( f‘ ft )



Teorema di Schwarz, seconda versione: se f ¢ differenziabile in p, esistono le sue derivate
o0 f O*f

Osservazione: le due versioni del teorema di scambio delle derivate seconde, questa e quella

enunciata nel FT 12, non sono direttamente confrontabili.

Matrice Hessiana: nel caso in cui una funzione a valori reali e le sue derivate parziali

prime siano differenziabili in p (e.g. f € C?) si considera la matrice simmetrica delle derivate

parziali seconde in p, detta matrice Hessiana di f in p:

parziali in ogni punto di un intorno di p, differenziabili in p, allora

g—é(p) " —a;j 8];M (p)
Hf(p) = : : = (V(V)(p)
2f 02 f
p I - (p) iy (p)

- Nel caso, iterando 'applicazione della regola della catena per composizione con cammini
2

(cfr. FT 12), si ottiene direttamente aaugv (p) = (u- Hf(p)v).

- Con le stesse ipotesi, nel caso in cui f: D C RM — R™ & a valori vettoriali, con H f(p) si

0
indica la “matrice con componenti vettoriali” ( i (p))
20T ") e

- Se y(t) & un cammino in RM per il cammino trasformato n(t) = f(y(t)) in R™ si ha
mh =" Vi) + 0" Hfsn)-

Laplaciano: se f e differenziabile con derivate parziali prime differenziabili in x, la traccia
della matrice Hessiana si dice Laplaciano di f. E la somma delle derivate parziali seconde

: . 0*f o*f
non miste. Si indica con Af(z) =:trH f(z) = —5(z) + -+ + 75 ().
Oxy Ox3,
- ’importanza della trasformazione lineare tra funzioni f — Af, deriva dall’invarianza della
traccia per cambiamenti di coordinate lineari: e 'unica trasformazione che associa ad una
funzione una combinazione lineare delle sue derivate parziali seconde che non cambia per

cambiamenti di coordinate ortonormali. L'unica per cui se R e la matrice di un cambiamento
di coordiate = Ry ortonormale (R~* = ‘R), data f(z), si ha Ay(foR)(y) = (ALf)(Ry).

oz;x; 0x; 0,2#7
Quindi Hr?(z) = 2Idgum & costante, e Ar?(z) = 2M.

O?r . 0 or B 0 Z; . 0 A 7"51" _x]% B 1 i x;
- - or;x; (z) = ox; (6_%) - Oxy (|ZL'|M) Oz, (?) = 2 = ;((ﬂj — 77)

1 s YO RaR e
Quindi H|z|y = —— (Idgy —T® %), e Alz|y = — — || ] _ .
|| |z |z 4P

5 o o ;i
Esempi: - r(z) = |z|y = /(- 2): or () = 0 (QxJ):{ IRt 26,5

M
- Per Q(z) = (z- Qx) = Z Qnexpry: V(VQ) (z) =V ((Q~|— t@)l‘) = Q + Q, essendo
hok=1

lineare = — (Q + ‘Q)x . Quindi HQ(x) = Q + 'Q & costante, e AQ(z) = 2trQ.

Diseguaglianza del valor medio. - Se una funzione f : D C R™, a valori in R™, nei punti
di un segmento S(p,q) C D di estremi p e ¢ ha derivata nella direzione v = ¢ — p e allora:

0
0) = f@lo < sup |

m

- Se f ¢ differenziabile nei punti di S (||A|| = sup lﬁ;\” norma di operatore di una matrice):

1f(P) = F(@)lm < [p = alarsup VS| < |p = glarsup [V fgaem.




Dimostrazione: - posto u = f(q) — f(p): |f(p) — f(@)|7, = ((f(q) — f(p)) - u) si applica il
Teorema di Lagrange alla funzione ¢(t) = ((f(p +t(¢ —p))) - w) : [0;1] — R. Per ipotesi:
p+t(qg—p) € D, f(p+t(q—p)) & derivabile per ogni t € [0;1]. Quindi g & combinazione lineare

di funzioni derivabili. Posto v = ¢ —p ¢ g’(T):<g—f(p + TV) - u> Per la diseguaglianza di
v
Cauchy-Schwarz (0, f - u) < |0y f|m|tt|m
, 0
s =150~ FORA @) = 1) 1) =o(1) - 90) = (7)< sup |

||

m

Se f ¢ differenziabile nei punti di S ¢ g'(7)2<?(p +70)-uy={(Jfv) u) = (v-Vfu) <
v

(Cauchy-Schwarz) < |v|p|V fu|p (def. norma di operatori FT 2)< |v|a ||V f]| |tt]m. Quindi:

0
1)~ @l 50 |2

< [p—qlsup [V f]|| (cfr. lemma FT 2) < [p—q|sup
S S

m

Analogamente in ipotesi di integrabilita si ha:
Diseguaglianza del valor medio integrale. - Se una funzione f : D C RM a valori in
R™, nei punti di un segmento S = S(p,q) C D di estremi p e ¢ ha derivata nella direzione

1
v = q — p continua su S, allora: 1f(p) — f(@)|m < / of ds.
p—qlm Js |Ov],

- Se poi f & C*(D): 1f(p) = f(@)m < /S IVl ds = p— QIM/O IVF(p+tlq = p))lldt.

Dimostrazione: posto v =g —p, e u= f(q) — f(p): |f(a) = f(0)[s = {(f(q) = f(p)) - w), si
considera G(t) = f(p+t(q—p)), che & derivabile con continuita con G'(t) = %(p +t(g—p)).

Integrando per componenti per la diseguaglianza triangolare per integrali vettoriali, FT 4:

@10 =160-00E = | [ T+t - p)a )

A
of

H, Pt ta—p)
-Se feClsihaG'(t) = a—(p +t(qg—p)) =Jf(p+t(g—p))(g—p), e si conclude come nella
v

precedente dimostrazione usando Cauchy-Schwarz.

Funzioni positivamente omogenee: - un sottoinsieme C' di uno spazio vettoriale si dice
cono di centro ¢ se per ogni v € C, v # csi hac+t(v—c) € C per t > 0 (se contiene un
punto contiene la semiretta aperta per c e il punto).

- Una funzione f si dice positivamente omogena di centro ¢ e grado a@ € R se ¢ definita su
un cono di centro ¢ e vale: fle+t(v—c)) =t*f(v) per ogni v € Domf \ {c}

Teorema di Eulero: Sia f differenziabile in RM \ Ogu.

f & positivamente omogenea con centro 0 e grado a € R ( f(tz) = t*f(z), z # 0)
se e solo se
z-Vf(z) =af(z), z #0.

Dimostrazione: se a = 0 da una parte la funzione e costante sulle semirette aperte dall’origine.
Dall’altra ha derivata nella direzione della semiretta dall’origine nulla sulla stessa semiretta.
) a # 0, dato = # 0 posto o(t) = f(tx), t > 0, per la regola della catena per composizione
con funzioni di una variabile FT 12, si ha ¢/(t) = x - V f(tz).
Ma si ha anche ¢(t) = t* f(z) per cui ¢/(t) = at® 1 f(x). Per t = 1 si ha I'eguaglianza.

1) a # 0, dato  # 0 sia 1h(t) = @ Si ha ¢ (1) = f(z). Ma per la regola della catena con
_ - Vf(tz) - at* L f(tx) _ - Vf(tz) - t* - Vf(tx)

cammini FT 12: /() 12 20

=0.




Generazione di funzioni differenziabili
regola della catena

Generazione funzioni differenziabili 0: le funzioni di una variabile reale derivabili in p

sono differenziabili in p: D, f(t) = tf'(p).

Generazione funzioni differenziabili 1: le funzioni costanti da R™ ad R™ sono differen-

ziabili in ogni punto e il loro differenziale ¢ la funzione lineare nulla.

Generazione funzioni differenziabili 2: Le funzioni lineari affini x — Az + b =: f(z) da

RM ad R™ con A lineare sono differenziabili in ogni punto p il loro differenziale ¢ indipendente

dal punto ed e la parte lineare della funzione stessa v — Aw. In coordinate si avra
(x1...2%) = (@121 + ... a1pT + b1,y . 1Ty + - Qg + b)) = Az + b =: f(x)

Dpf(v) = t(anvl + ... A1EVky - -y A1 U1 + ... amkvk) = Av.

In effetti si ha f(z) = f(p) + A(x — p) con resto nullo. Per funzioni a valori reali di due

variabili affini ax 4 by + ¢ le derivate parziali sono rispettivamente le funzioni costanti a e b.

Generazione funzioni differenziabili 3: se f, g sono funzioni di M variabili reali rispettva-

mente a valori in R™ed R™ sono differenziabili in p lo & la funzione (fi,..., fm, g1, -, gn)-

Cie segue direttamente dalla definzione di differenzibilita (cfr. FT12).

Generazione funzioni differenziabili 4: Il prodotto di coordinate f;(z) = z;z;, © € RM

¢ differenziabile in ogni punto p e si ha: V(z;x;)(p) = pie; + pje;. Conseguenza diretta del

teorema del differenziale totale.

Esercizio: det : M, xm ~ R™ S R ¢ differenziabile, cfr. paragrafo dedicato in F'T. 12 .

: L
Lemma 1. cfr. FT 2: L= ( L]) 1<ics: |IL|| =: sup | Lol < |L|gnk.
1<5<h vz [VlRA
h h
|Lv|gr = Zijj < Z v, ‘Lj‘Rk < (Cauchy-Schwarz) |v|gn|L|gnx.
j=1 Rk =1
— (717 . _ o vl | Lv|ge
Lemma 2. L = ( L) 1<cici:  L[ogn(r)] = ogx(r), cioé se —— —— 0 allora ——— —— 0
1<j<h T T—p T T—p

Generazione funzioni differenziabili 5. Regola della catena:
DatiA=A CRM B=B CR™ pc A, eduefunzioni Asz AN Bsf@)=y —— RV 34(y)==
differenziabili rispettivamente in p e in ¢ = f(p). Allora gof ¢ differenziabile in p e:

Dpgof = DypygD,f, come composizione di funzioni lineari, cioe
Jgof (p) = J% (f())J*f (p) . Vof (p) = V'f(p)V% (f(p)) come prodotto di matrici,

R S AV10) oLl N T R A g L A

ox; ox; Ox; — dyj, ox;

ovvero

Dimostrazione.

9(f(x)) = g(f(p)) = Dyglf(x) = f(p)] + on(If(z) = f(P)|m)
poiche  f(z) — f(p) = Dpflzr —p] + om(|lz —plrr)  si ha g(f(x)) —g(f(p) =
= DogDyflx —p] + Dyglom(lz —plar)] + on (IDpflysm |2 = plar + lom (|2 = plar)|m)

quindi g(f(2)) = g(f(p)) = DagDpflzx — pl + on(|x = plar)-

Essendo tutti gli errori relativi infinitesimi uniformemente nella direzione tale e I’errore rel-
ativo nella formula finale.

Osservazione: con queste regole di genarazione di funzioni differenziabili, in particolare la
differenziabilita della composizione, e con il teorema del differenziale totale, partendo dalle
funzioni derivabili di una variabile reale a valori reali, si ottengo e si riconoscono molte
funzioni differenziabili e si calcolano i loro differenziali e i piani tangenti ai loro grafici.



T
) |2|ar
Se ¢ :]0; +00[— R ¢ derivabile allora f ¢ differenziabile in RM \ {Ogwm} e si ha per la regola
della catena e per quanto calcolato nel primo paragrafo:

V() = ¢ (Jlsr)—— = ¢(r)

I
Se poi ¢ e derivabile due volte
T |ZB|M]dRM—£B®W

Hf(z) = ¢”<'f'M>\xﬁ @ =+ ¢/ (Jal)

= ¢”(|l"?\4) (g;m] ) ‘ + ¢'(lzlar) <5z',j - 2?) = ¢"(rrer— ¢/£T> (Idgv —T® 7"\)1]
i\

213 213 [z

Esempio, funzioni radiali: f(z) = ¢(|z|y), z = (z1,...,20m) E RM, r = |2|p, T=7T =

Y

M—-1
per cui Af(x) =trHf(x)=¢"(r) + &' (r).
Generazione funzioni differenziabili 6. Differenziale dell’inversa: ]
Lemma 3. L = ( Lf)llgé,z invertibile: |Llgie > ||L]| > ] > T
HL||HL*1|| (Proposizione FT 2) > ||LL*1H = |[Idgm|| = 1.

. L j . - 0] R

Corollario 1: L = ( Li) 1<i<k invertibile: |Lv|gx >
]

Lemma 4: - se f: AC R — B C RM ¢ differenziabile in p con D, f invertibile allora

) Lol pl)) )
o= (T~ ) <~ 0 2

Dimostrazione: - per differenziabilita f(z) — f(p) = Jf(p)(x — p) + o(|x — p|x), per la
diseguaglianza triangolare |£(z) — () > 177 (p)(& — p)las — 00} — plan)|as, per il lemma

. [z — plm

3 si conclude: |f(x) — f(P)|lmw > =
I f @)

Teorema: siano f: A C RM — B C RM bigettiva, A e B aperti.

i- Se f ¢ differenziabile in p ed f~' lo ¢ in f(p), allora D, f & invertibile e Dy (f~!) =

(Dypf)~t, ovvero Jf~1(f(p)) e la matrice inversa di J f(p).

ii - Viceversa se f ¢ differenziabile in p con D, f invertibile, e con f~': B — A continua in

q = f(p) allora f~! & anche differenziabile in f(p) e Dy f~' = (Dpf) "

iii - Se inoltre f & C%(A), D, f invertibile, z€A, f~! continua in B, allora anche f~'¢ CX{B).

Osservazione: in i) le ipotesi di esistenza e continuita dell’inversa non son necessarie. Sono

conseguenza di un asserto piu forte, il teorema di invertibilita locale cfr. FT 15.

Dimostrazione: i - Per la regola della catena f~!(f(x)) =z = [Df(w)f_l} (D, f] = Idgm.
s O = W) = () T (b= fE)]

— |0z = plar)|ar-

10— f(p)]
£ ) —p— (JF )" [TFP)(FH) — p) + o[ f(b) — p|)]] _ [(J£ ()" o(1f71(b) = p])]|
b— f(»)| 1b— f(p)]

_ —ro(Lf ) —pD)| LfH0) —pl,
R R T T B TR (T

- - per continuita di f~!in f(p) se b — f(p), per il lemma 1, il primo fattore & infinitesimo.

- - sempre per continuitd di f~! in f(p), grazie al lemma 4, si ha che il secondo fattore &
limitato se |b — f(p)| ¢ abbastanza piccolo. Infatti riscrivendo la conclusione del lemma 4



L) r
(II[Jf(p)]‘lll ) —ply ) = b= f(p)lu pe
F7Hb) — p, e quindi, per continuita di f~* in f(p), anche per b — f(p),
o1 () = plun)| _

pertanto vi € 6 > 0 per cui se |b— f(p)| <6 si ha < ,
I B —pl = AT
| <|b—f@)l, perb—f(p)| <o

1 1
) = Pl g

o TH) — Pl -1
ovvero per |b — f(p)| < 6 si ha —————— < 2||[Jf(p)] ||
b= f(p)|nm
iii- Per il precedente punto f~! & differenziabie in B, e J(f~1)(b) = [(J)(f (b)) "
- - S’identifichino le matrici M x M con R™*. Essendo A — det A una funzione polinomiale
nei coefficienti della matrice & continua su RM”. Pertanto 'insieme delle matrici invertibili Z ,
definito da det A # 0, € preimmagine di un aperto mediante una funzione continua, e quindi
un insieme aperto per le matrici quadrate.
Essendo A — A~! una funzione, da Z in se, con componenti rapporti di polinomi (nei
coefficienti di A) con denominatore ( det A) non nullo, ¢ C*°.
- - Pertanto J(f~1)(b) = [(Jf)(f~2(b))]"" & composizione di funzioni continue e quindi &
continua. Quindi f~! & C?.
- - Induttivamente, passando eventualmente alle derivate parziali successive, per la regola
della catena si ha che f~' ¢ CX selo e f.

in termini di b si ha: |f~'(b) — p|lu

quindi

Cambi di coordinate non lineari

Diffeomorfismi: f : A C R® — B C RM bigettiva, differenziabile in A con inversa
differenziabile in B ( Jf invertibile), si dice diffeomorfismo tra A e B.

Corollario 2, cambiamenti di coordinate non lineari:

-sia f: Ay, € RM — By, € RM un diffeomorfismo che rappresenta un cambiamento di
coordinate non lineare y = f(x).

- Data G : B — R, G = G(y), che esprime una grandezza nelle “vecchie” coordinate y, la
G(z) = G(f(z))), G:A— R la esperime nelle “nuove” coordinate z.

- Sia F : B — R differenziabile in f(z) si ha D,F = Dy@)F'D »f, ovvero considerando la

fuzione Jacobiana e la funzione gradiente a valori matrici J *F = JUFJ* f, VeF = V® f V?JF

M
- ovvero con le derivate parziali = Z (Vef): a
j=1

Z df; 8F i dy; 3_F
ox; Oy; = O dy;’

Y
= M
e reciprocamente (sempre in x) Z ; gF Z aaf gF Z g% gF
— x Y; 0x; - Y; 05

NOTA: nella pratica, spesso (data esplicitamente f(z), e quindi la matrice Vf(x)), non
riuscendo ad esplicitare f~1, per le relazioni reciproche tra le derivate conviene usare la prima
uguaglianza, che coinvolge (V*f)~". Infatti si tratta di invertire la matrice nota V f(z).

- Sinteticamente (cfr. FT 7 derivata rispetto alla lunghezza d’arco), omettendo F', queste
relazioni tra le derivate parziali di funzioni diventano relazioni tra “operatori di derivazione”:

a a M

0 Loy 0 B) PN A e
— . - — x N Y — T T
ox; ]Zl Ox; dy;” 0Oy, Zi—l (V) )j ox;’ cloe Vv = (Vi) VT

Alcuni esempi notevoli sono le coordinate polari in R?, cilindriche e sferiche in R2.



Esempio,coordinate polari: - come calcolato nel primo paragrafo

. . D2 9« 1 —_ [ cosg —rsing
f(r,¢) = (rcos¢,rsing) : R* — R?* ¢ differenziabile, J(W)f—( sing 7 coso )
- Restringendosi a (0;+00) x [0;27) si ottiene un diffeomorfismo tra la striscia aperta e
x(r, @) = rcos¢
y(r, ) = rsing

coordinate r = costante: sono le circonferenze centrate nell’origine, e le linee coordinate
¢ = costante: sono le semirette di vertice l'origine. In particolare r = /22 + y? e nel primo

quadrante ¢ = artan: ivi f~'(z,y) = (r(z,y),é(z,y)) = (/2% +y? artan?), differendo
¢(x,y) negli altri quadranti per una costante.

R?\ {(x,0) : z > 0}: , che da un cambiamento di coordinate. Le linee

T
/2 2 R e
- Si adotta la notazione 7 = C(_)S¢ = Yy , O = sin.¢ , = . (po-
sin ¢ Y cos ¢ y

Va2 +y?
sizione). Come vettori applicati in (z,y) la coppia (7, ¢) € un sistema di riferimento “locale”

ortonomale, orientato come la base canonica det (7“\ ] 5) =1>0.

o~ oo r Ox ~ ) o¢ or
- Come visto r = e rp = 7
@:slngb:g:& @_ T’COSQS—I‘ —TQ%
or ro Oy or o T oy
8,4: 8¢£B . PR
J — frnd .
ovvero J f Oy oy (T | rgb)

- Osservando che le colonne di Jf sono ortogonali ¢ immediato calcolare 'inversa che avra

come righe gli opportuni multipli delle colonne di J f:
[N

r cos ¢ sin ¢ - oor O
(Jf) "= N sing cosg | =J(f) = 7| confermando che
- T T, O Oy
r/ y
Jy = | VY Ve
y x

224 y2 a2+ g2
- Pertanto le relazioni tra gli operatori di derivazione nelle diverse coordinate sono:

0, = d, +sin ¢ 0
diretto { cos ¢ 0, + sin ¢ Oy

- __ ovvero  (V™f)V# = V", ciod
O0p = —rsingd, +rcosgdy

cos¢ sing \ (0, 0.~ o | -
)=o) nella pratica di solito conviene sostituire a x e y, nella
@

—7rsin ¢ rcos ¢ 0,
funzone F(z,y) da derivare, le loro espressioni in coordinate polari e derivare direttamente
rispetto a queste;

~ . sin ~
Oy = cos¢p0, — ¢ Oy o
inverso " ovvero (V™ f)~IV9" = Vv cioe
~ ) . cos¢ . -
Oy = sing0, + " Oy
cos ¢ sin ¢ 9.~ J
sing cos ¢ (QTN) = (;), che invece, nei casi pratici, puo esser comoda da usare,

data W(r, ¢), per trovare le sue derivate in z in y, piuttosto che sostituire a r e ¢ le loro
espressioni in x e y e derivarle che e pilt oneroso.



- Quest’ultima relazione contiene anche la decomposizione del gradiente di F'(z,y) rispetto
al sistema di coordinate locali:

4 sin ¢
OF . OF ~ ~ cos - ~ b ~
—7 + Agf) Vo F = (V) 'VOF = "ol vrer = ( ~| ¢ )v“f’F =
or o : Cos ¢ r
sing ——
_ r
aF 10F ~
[ ——y
87’ r 0¢
é; = cos¢p0, — sin ¢ O0p
- Iterando la relazione ¢ cog é si ottiene l’espressione in coordinate
Oy = sing0d, + Op
polari del Laplaciano:
2 ® 12 10

M= T T Trae T o

si procede come segue

82—F = (COS¢2 — singbg) 8_1; = (cosqb2 — Sin(bﬁ) cos ¢8F smqb@_F) =

0x? or r O¢ or r 0o or r  O¢

s ¢£ cos gb@ B sinqﬁ@ sing 0 o8 ¢6F smqﬁ@_F B

N or or r  0¢ r aqzﬁ or r 0o |
2¢82f+cos¢sin¢@_cosgbsm¢ O*F B

TS 2 06 r 0rdo

_sinng@ N sin ¢ cos ¢ PF smgbcosgb(?F Sin2¢@ B
r  Or r dor 2 09 r2 99 |

,  O°F N sin%b@ N sin%ﬁ@
or? r Or r2  0¢?’

5577_ ) cos¢p 0 . OF cosqﬁ@ﬁ B
__(Sm¢8r+ ; a¢) (Sln¢ar+ ; a¢>_

,  O2F N cos? ¢ OF N cos? ¢ O2F
or? r Or 2 Q¢?’
Esempio,coordinate cilindriche: si tratta delle coordinate polari sui piani orizzontali, z =costante.
La terza coordinata rimane quella cartesiana: f : (0;+00) x (0;27) x R — R3, f(r, ¢, 2) =

x(r, ¢, z) =rcos ¢
(rcos¢,rsing, z), < y(r,¢,z) =rsing, che & un diffeomorfismo con R?\ {(z,0, z) : x > 0}.
z(r, ¢, 2) =2
cosp —rsing 0
Jorgf=| sing rcos¢g 0
0 0 1
Esempio,coordinate sferiche: - si considerano le coordinate sferiche
f:(0;400) X (—m;m) X (—g; g) — R?, f(r,¢,0) = (rcosf cos ¢, r cos 0 sin ¢, rsin 6)
x(r, ¢,0) =rcos b cos ¢
y(r, ¢,0) =rcosfsing. E un diffeomorfismo con R?\ {(z,0,2) : = < 0}.
,0)

2(r; ¢

analogamente:

[13

geografiche”:

=rsinf



- Si adottano le notazioni seguenti: p = (x,y, 2); r = /22 + y> + 2%, p = /2% + y? = rcos b,

T
/22 4 2 4 2
cos 6 cos ¢ & +yy T2
p=T-= cosﬂsingb = \/m , versore direzione dall’origine normale alla
sinf P
/ 12 + y2 + 22
_ Y
Cos¢p — sing ) —cosfsin ¢ Va2 +y?
sfera unitariain p; p = | sin¢ |; $ = cosp | = cosfcoso | = L

cos 0

0 0 0 Va?+y?
0

versore latitudine “orizzontale” tangente alla sfera unitaria e alla circonferenza del “paral-

lelo” in p;
—sin 6 cos ¢
b= - sin # sin ¢ , versore longitudine tangente alla sfera unitaria e alla circonferenza
cost
2T
vVt +y?

massima del “meridiano” in p. Si ha inoltre # =

VEZ+ P2 +2 | ety
Va2 +y?

~

- Come vettori applicati in p i versori mutuamente ortogonali nell’ordine (7, g/g, ) individuano

-~

una base ortonormale locale, orientata come la base canonica di R?: det(7 | qg |0)=1>0.

cosfcos¢p —rcosfsing —rsinbcoso

-Siha Jy40 f=| cosfsing rcosfcos¢ —rsinfsing | = (? | rc;Aﬁ cosf | rd) con colonne
sin 6 0 r cos 6 .
r
. 1 -
ortogonali, pertanto e agevole calcolare l'inversa per righe: (J(Tyd,’g) f) =| 7eoso ¢ | =
lg
cos 6 cos ¢ cos fsin ¢ sin ¢ r
sin ¢ cos ¢ _ Ot ?ﬂi 0.
= - O |=v=| 09 9,0 0 r cui:
rcosf rcos 6 ¢ Oy¢ 0.9 |, Ppercul
_sin 0 cos ¢ _sin fsing cosf 0.0 0,0 0.0
r r r
g_r: cochosgb%+cos881n¢%+sin6%
| 0~ ) kil "0 YT _ 0~
diretto ¢ — = —rcosfsing — + rcosf cos ¢ — ovvero (V' f)Veyz = Voo™
[9J0) Ox dy
Z— —rsin@cosgb:—rsin@sin¢E+rcosé:
L 00 ox oy 0z

0 r zz_a a_ x Tyz\ — 0 a_ 0 Tyz\ —
E_@«vw_a? : a@—rcosﬁ((b Vy>—7“00808$ : 80—7“(9 Veyz)y =r

2



9, T2y 1~ 1~
i : = V2yz = rdd pN—1ored~ _ [~ 1 ~|_
e % =V =TV N (T rcos 6 7”9) 8¢~
0, )
_?Z"‘ QE z—i—gz cioe
~ Or  rcosf 9 v 99’
(0 _ oo ® SO 0T sindeosg 0
Ox or rcost 0¢ r 90
T conpsing 4 80 O sinfsing 0
dy o or rcosf 0¢ r 90
E— Singz + COS@Z
L 02 or — g

- Quest’ultima relazione contiene anche la decomposizione del gradiente di F'(z,y, z) rispetto
al sistema di coordinate locali:

OF . OF ~ OF ~ oF 1 OF ~ 10F ~
— T+ — — 0 = VW = — 7 — - — 90, indi riott d
87’r+(’)¢¢+ 9 8rr+rcose ¢¢+r 7 e quindi riottenendo
N T N 0
o _ Y Y _ /2 2 v _ 2 2 2=
o o 06 UV a0 Ayt
( 87/"\ - o 8? -~
I or ~ A
ar U —szcosedu o0
R aa —Ccos ¢
- Valgono inoltre op _ 09 _ 0, 77=|—sin¢|=-p
or 0 ¢ 0
~ 0 ~ N
— =0, 0p — =T
\ Or 00
Esercizio. (Coordinate sferiche “geografiche” in RN ) Per N > 2 sia
G : [0, 00[ X[—m, 7| x [-5, 2]V 2 = RY: G(p,¥1,...,9n_1) = x definita induttivamente
x = pry = p(cosVUn_1Tn_1,8inVy_1)
da
ro = (cos ¥y, sinv)
((zy = psinvy_1
Tn_1 = pcosVy_1sindn_o
Tn_3=pcosUy_1cosUy_ssiny_3
OVVEIO e
r3= pcostn_1cosVIn_ocosUn_1...... cos U5 sin Yy
Ty= PCOSUN_1COSUN 2. vvuunnean.. €os U3 cos ¥y sin ¥4
L T1 = pCcoSUN_1COSUN_2. ..o, cos U5 cos 95 cos ¥4

i- Si mostri che G ¢ surgettiva su RV .

ii- Si mostri cheG ¢ iniettiva da [0, co[ x(—m, 7] x (=5, %)V~ (ovvero dato x si ha che ), &

o] =l

individuato univocamente se ¥y, 11,...9y_1 # £—=), e se ne determini I'immagine.



iii- Si provi che le derivate parziali di G sono tra loro ortogonali.
iv- Si calcoli la matrice Jacobiana di G verificando che

detJG(p, V1, ..., 9 2, 9n_1) =p" (cosIn_1 1)V "2(cosIn_o)V 2 ... - (cosVs)? - (costy).

Differenziabilita di integrali dipendenti da parametri

Si tratta il caso integrali in una variabile, assolutamente convergenti in senso generalizzato
alla Riemann. Per gli enunciati che riguardano il caso di integrali in piu variabili, e nel senso
di Lebesgue: cfr. F'T 21. Si riportano gli enunciati dei risultati dimostrati in F'T 9 utili.
Continuita degli integrali dipendenti da parametri e domini variabili: viic)
-siagp: AXY = R, (Y, c?) spazio metrico. Se

1) vie g per cui |¢(z,9))| < g(z), y # q, £ € N, con N di misura nulla, e g(z) € RL'(A),
2) x— fy(x) =: ¢(z,y), possono esser integrate, per ogni y,

3) y — ¢(x,y) sono continue in yo per z & N,

allora Zy(y / ¢(z,y)dx & continua in yo.

- Se inoltre le y — ¢(x,y) sono continue su'Y per x ¢ N, allora I¢(s t,y) / o(z,y)dz &

continua su A x A X Y.

-Sepoia:Y — Aeb:Y — A sono funzioni continue allora
b(y)
Fly) = ¢(z,y)dz & continua.

a(y)
Derivabilita degli integrali dipendenti da parametri 2: viid)
siap: Ax D — R, D CR intervallo. Se
0) x — ¢(z,y) sono assolutamente integrabili su A, per ogni y € D,

1) y — ¢(x,y) sono derivabili su D per x ¢ N, N C A di misura nulla,
d
)| <o) 2 g Voo [ gtonio < o,

2) -vie g percui sup
yeD

3)-lex— d—(x, y), comunque estese fuori da N, possano essere integrate su A,
Y

d
allora Zy(y / ¢(z,y)dz ¢ derivabile su D, e — (/ o(z,y daz) = / d(;j( ,y)de.
AN

Usando tale criterio ora si dimostra
Corollario, scambio: sia ¢ = ¢(z,y): Ax D — R, D CR™, aperto, y = (y1,--.,Ym), S€
0) z — ¢(x,y) sono RL(A) per ogniy, 1)y é(z,y) sono C*(D) per ¢ N, mis(N) = 0,

2) dato ¢q per qualche r>0 sup

ly—qlgm <r

S| < glo). g € RE(A) 0 ¢ .

3) le x — (z,y), 1 <i < m, comunque estese fuori da NV, possano essere integrate su A,

99
= dz.
/A\N ayz (x y)

Dimostrazione: - per il criterio di continuita degh mtegrah parametrici viic), essendo per

8yz
allora y — Z(y /¢xyd:v ¢ CYD

0
x ¢ N, N di misura nulla, le a—¢(x, y), definite, assolutamente integrabili e dominate in z, e

0 ~
continue in y, si avrebbe la continuita di / ¢ (z,y)dz in D. Lo spazio metrico (Y,d) ¢
A\N OYi
nel caso D con la distanza euclidea di R™



I( ) uguali a ¢
yi Y A\N Yi

- Sifissi ¢ € D, vi sono r > 0 e g assolutamente integrabile in = per cui B(q,r) C D,
sup 8qb(u”f/’,y))‘ <g(z)perx g N, 1<i<m.

ly—qlgm <r dy

- Si fissi 1 <4 < m. Ci siriduce al caso m = 1 considerando le funzioni ¥ (z, t) = ¢(x, g +te;),

t € [—r;r]. Le funzioni 1 verificano le ipotesi del criterio di derivabillita degli integrali

parametrici viid) in A X [—r;7] con [—r;r]| al posto di D. Pertanto, esiste

0 d B dy - a6
Oyi </A (b(%y)dw) y=q o dt (Aw($’t>d:€) t=0 - /A\N dt (@, 0)de = AN Oy (v, q)da.

Corollario: se A ha misura finita, ¢ e assolutamente integrabili in x, con derivate parziali,
in yi,...,Ymn, continue separatamente in y ed x, limitate su (A\ N) x K, K compatto, N
nullo, vale la formula di scambio tra integrale e derivate.

- Basta dimostrare che esistono (z,y)dz.

Oltre alle ipotesi del corollario, ripetute per comodita, se 'integranda ¢ continua nel comp-
lesso delle variabili di derivazione e di integrazione, e il dominio di integrazione varia in modo
C! rispetto alle variabili di derivazione, si dimostra il desiderato asserto:

Teorema, derivata per integrali su domini variabili: siano ¢ = ¢(z,y) : A x D — R,
a=aly):D— A b=>b(y): D— A, AC R intervallo, D C R™, aperto. Se

0) © — ¢(z,y) sono assolutamente integrabili su A per ogni y,

1) y — ¢(z,y) sono C'(D) per z € N, di misura nulla,

<g(x), g e RL(A), z & N,

2) dato ¢ per qualche r>0 sup

06
LX)

|y_Q‘RM <r
3) le z — (x,y), 1 <i < m, comunque estese fuori da IV, possano essere integrate su A,
4) le funzioni a : D — A, b: D — A sono C'(D),
b(y)
allora y — F(y) = d(z,y)de ¢ CYD), e
a(y)
) b(y) b(y) L) ob da
¢z, y)dx =/ (@ y)dr + =—(y) - 9(b(y),y) — 5—(y) - ¢la(y), y)-
ayj(@(y) (2,9) e s+ )60 )~ ) - 9la(r). )
(comunque estese le derivate a tutti gli z € A fuori da N.)
b(y) b(y) a(y)
Dimostrazione: - poiche ¢(z,y)dr = / o(z,y)dx — ¢(z,y)dz, cisiriduce ad avere
a(y) 0 0

b(y) ~ .
un solo estremo di integrazione variabile: F(y) = / o(x,y)dr = Z(0,b(y),y) =: Z(b(y),y).
0

- E una composizione di funzioni: essendo y — (b(y),y) =: B(y) : D — A x D (la funzione
grafico di b su D) una funzione differenziabile C*(D), se si mostra che Z : A x D — R &
differenziabile C'(A x D), allora la funzione composta F sarebbe differenziabile C''(D).

- - Fissato y € D, per l'ipotesi di continuita in x delle ¢(z,y), grazie al teorema fondamentale

del calcolo integrale, f(T, y) = / ¢(z,y)dx & derivabile rispetto a 7 con derivata ¢(z,y)

0
continua per ipotesi nel complesso delle variabili.

oL
- - Fissato 7 € A, da 0), 1), 2), 3), per il precedente corollario esiste a—(ﬂ y) uguale a

/ %(x,y)dx. Per continuita delle y — 9%
o Oy 9y

(x,y)dz & continua nel complesso delle variabili (7,y).

(x,y), e “dominatezza” delle z — %(x,y),

per viic), tale derivata / §¢
0

)

- - Per il teorema del differenziale totale Z ¢ differenziabile e C*(A x D).



- Per la regola della catena, posto z = (2, .. Zm+1) = (1,91, ,Ym) ~ (7,y), quindi
m—+1

Gﬁ] aﬁh apy, 0T B
8yh ab az oL b, OT
—(b = b —(b =
Z 3% 8yh b(y),y) + o, (1) 5-(0y).y) 8yz~( (), y) + 0 (¥)5- (). y)
i 0¢ b
= —(x,y)dx + ~o(b(y),y).
/0 ayi( y) 0, (y) - o(b(y),y)
Corollario: se A & un segmento chiuso e limitato, ¢ & continua in (z, y), con derivate parziali,
in yi,...,Ymn, continue separatamente in y ed x, limitate su (A \ N) x K, K compatto, N

nullo, vale la formula del teorema.



[B] per V.Barutello et al. Analisi mat. vol. 2;
[F] per N.Fusco et al. An.Mat. due;
[F'S] per N.Fusco et al. Elem. di An. Mat. due, versione semplificata.



