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FOGLIO DI TEORIA n. 15
TEOREMI DELLE FUNZIONI IMPLICITE E DEL RANGO.

Nota: come premessa a questo capitolo € bene tener presente:

i) formule di dimensione di Grassman - se L & un opertaore lineare tra spazi vettoriali allora

dim KerL 4+ dim ImZ = dim DomlL;
- Se U e V sono sottospazi vettoriali allora  dimU + dimV = dim(U + V) + dimU NV

ii) ¢ sequenti tre “motti” validi nelle opportune ipotesi

a- la giacitura del piano tangente al grafico di f in (p, f(p)) € il grafico del differenziale in p;
b- la giacitura del piano tangente al un luogo di zeri di f in p ¢ il luogo di zeri KerD,f,

c- la giacitura del piano tangente all’immagine di f in f(p) e U'immagine del differenziale in p.
La differenziabilita in p da il primo fatto. Grazie a questo, i teoremi del Dini garantiscono la
validita del secondo, il teorema del rango, almeno per restrizioni delle funzioni, del terzo.

Teorema di invertibilita locale.

Un modo di inquadrare questo tipo di risultati e usare il teorema di invertibilita locale seguente:
Teorema di invertibilita locale: Siano f: A C RY — RN, CX, K > 1, A aperto, p € A.
Se la matrice jacobiana Jf(p) € invertibile, cio¢ di rango massimo, allora
vi & un intorno aperto in RN, U C A di p per cui:

- la restrizione di f ad U ha immagine che ¢ un intorno aperto V di f(p) in RV,

- ¢ invertibile su V/, con inversa continua anzi C* e quindi differenziabile.
Dimostrazione: cfr. ultimo paragrafo.
Osservazione; non basta la differenziabilita. Necessaria e la continuita delle derivate in p, gia

per N =1: f(z) =2z%sini+xz, 2 #0, f(0)=0,z=0,3f(0) =140, f'(£)=1-2(-1)~
Teoremi delle funzioni implicite

Teorema del Dini, 1: siano f: A C R? = R, p = (2°,9°) € A aperto, f € CK(A4), K > 1,
L={(z,y) € A: f(z,y) — f(p) =0}. Se Vf(p)#0, cioe D,f ha rango massimo 1:

i-geometria: vi ¢ un intorno U di p: U N L ¢ grafico di una funzione reale di una variabile C¥:
- pertanto si puo definire la retta tangente a U N L in p che ha equazione (cfr. FT 13)

(x — xo)%(p) + (y — yo)%(p) = 0, ovvero la retta tangente ¢ p + KerDp .

0
ii- funzione implicita: se —f(p) # 0 esistono:

Ay
1 - intorni W di 2V, V di f(p), U di p, = U— W x 17, Z = (u,v), diffeomorfismo C* per cui:

a-(u,v) € WxV, f(E27Y(u,v)) = v, nelle nuove variabili f ¢ la seconda proiezione coordinata,
b-e(z,y) €U, f(z,y) =v< (z,y) €U, y= ¢(x,v), cioe U ¢ “fibrato da pezzi di grafici”;

2 - in particolare intorni W di 2%, V' di 4°, una ¢ : W — V, per cui si puo scegliere U = W x V:

a- ¢(2°) =94° b-gp e CK, - UNL=Graf ¢ cioe
[xeW, y=9¢(@)] & [f(z,y) = f(p), (x,y) € W x V]

9,
do a—£($7¢($))
5 of 7 (@) =~ of
i} a—y(x,y)#Oper (x,y) e W xV, e a—y(:)ﬁ,QS(ﬁ))a per z € W,
¢(a") =y°

Dimostrazione: cfr ultimo paraocrafo.



Osservazione 1: - dal punto 1) segue per v = f(p) il punto 2).
- Per i grafici (z, ¢(x)), considerando sottografico e il sopragrafico, si ha sempre diffeomorfismo
banale che li appiattisce e fa corrispondere ai traslati “verticali” del grafico il segmento di
ordinata il valore della traslazione: (z,y) — (z,y — ¢(z)).

- la novita dell’asserto non ¢ nella formula che definisce la retta tangente (cfr. FT 13), ma che
ci sia una retta tangente. Quindi ¢ nel fatto che “localmente” in un intorno di p = (2, 3°) il
luogo di zeri L sia il grafico di una funzione regolare.

- Le ipotesi sono necessarie: f(z,y) = 2*> —y?, L = {(z,y) : 22 = y*}, p = (0,0): in ogni
intorno di (0,0) L, unione delle due bisettrici, non ¢ grafico rispetto a nessuna retta.

- Puo essere che L sia un grafico ma che non siano verificate le ipotesi: f(x,y) = (y — z)?,

—2(y — x) 0
L=A(x,y)y =z}, Vf(z,y) = = se (z,y) € L.
2(y — x) 0
- La“localita”, cioe solo L N U e un grafico, ¢ necessaria come tesi. Il gradiente in p potrebbe
essere non nullo ma l'intero L potrebbe non essere un grafico, ne per a x ne per y:

0
f(z,y) = coszsiny, p=(0;0), L = {(z,y) : coszsiny = 0}, V£(0,0) = <1> ¢ I'unione delle
rette x = § + km, k € Z e delle rette y = hm, h € Z.
0
- Se a—f(x, y)) # 0 in tutti i punti (x,y) di L allora L & unione di grafici separati, uno sopra
Y
Ialtro. Infatti L non puo collegare due suoi punti, uno sopra l’altro, poiche in un suo altro

punto dovrebbe avere tangente verticale. In tale punto di L si deve annullare g—i .

- Se poi —f(:c,y)) # 0 in tutto R2, per continuitd dovrebbe avere segno costante, e quindi

y
fissato x la funzione g(y) = f(z,y) sarebbe strettamente crescente: quindi f(z,y) = f(z, y°)
avrebbe al pit una soluzione y(z). Pertanto in questo caso tutto L € un unico grafico.

Osservazione 2: - se V f(p) fosse non nullo perche a—f(p) # 0, si avrebbe simmetricamente che
x

viey:V — W percui WxVNL=Grafy, z =¥(y), e
of

e- g(m,y)#Oper(z,y)EWXV,:c:w(y),e dy(y)__ of , perycV.
O 7. Wy)
x
U(y’) =2’

Per esempio f(z,y) = 22 +y?, L = {(z,y) : * + y*> = 1}, la circonferenza unitaria di centro
(0,0) e raggio 1. In un intorno ( y > 0 ) di (0,1) L & grafico rispetto a = della funzione
o(z) = /1 —y% In un intorno di (1,0) (x > 0) ¢ grafico per y di ¥(y) = /1 — 2

- Se le due derivate parziali in p € L sono non nulle allora, per continuita, in tutto un rettangolo
W x V intorno a p sono non nulle, ed L intersecato W x V e grafico rispetto ad entrambe
le variabili di y = ¢ e x = 1. Per continuita delle due derivate parziali, ivi avrebbero segno
costante, non annullandosi. Per d- ed e-, ¢ e 1) sarebbero srettamente monotone rispettivamente
su W e V. Quindi sarebbero iniettive e per c¢- sarebbero una ["inversa dell’altra.

af
Osservazione 3: se si avesse una derivata direzionale non nulla a—(p) # 0 si avrebbe che in un
v

intorno di p I'insime L srabbe grafico rispetto le rette ortogonali al vettore v.

Osservazione 4: - ¢ invalso I'uso della notazione y = y(z) per le ¢, rispettivamente x = x(y)
per le ©. Nell'usarla ¢ bene tener presente intorno a quale punto p di L lo si vede come grafico.
Cambiando punto su L, a parita di potesi, cambieranno le funzioni con il cui grafico L local-

of of

%:_%(%w d_x__a_y(x’y)
t incide. Nel d- ed e- divent : z , dy 0
mente coinciae el Ccaso ed e 1ventano 8_y(x’ y) y 8—52(-1', y)



R .\ dy dx R : :
Si noti che se valessero entrambe come gia osservato Tedu 1 cioe la relazione tra la derivata
T ay
di una funzione e quella della sua inversa.

- Si noti che d- ed e- sono dei problemi di Cauchy, ai dati iniziali, per equazioni differenziali
ordinarie del primo ordine non lineari. Da questo punto di vista il teorema del Dini da, in
questi casi particolari, un teorema di esistenza locale ed unicita delle soluzioni.

Osservazione 5: - le formule in d- ed e-, per le derivate delle funzioni implicite, si ricavano (e
si ricordano) a posteriori grazie alla regola della catena, derivando la relazione f(z,y) = f(p)
rispettivamente rispetto a x , considerando y = y(z), e rispetto a y, considerando invece

o=ty fow) = 1) — TELD — 0 Z gy 4 S Py =0
fa) = 1) — PEDD o Ly Zy+ L -0

- Nella pratica quindi conoscendo p = (2°,9%), V f(2°,¢") dalle formule d- ed e-, ovvero appli-
cando la regola della catena alla relazione f(z,y) = f(p), si calcolano le funzioni implicite, e

le loro derivate prime, rispettivamente in 2° e in y:

yat) = z(y°) =y
Dt =— (L) Lanan | Een--(SEen) Lanan

Conoscendo i valori di tutte le derivate parziali di f in p = (2°,9°), si calcolano, iterando le
derivazioni della relazione f(x,y) = f(p), ricorsivamente nell’ordine di derivazione, i valori
delle derivate successive delle funzioni implicite rispettivamente in 2, in y°. Per esempio

£ 0 0 d
fla) = 1) =5 2w + 5w i) =0

0

dz?

21 2

0? 0? d 0? d 0? d 0 d?
2w+ it B+ T e Bw+ e (L) + Lap S =0
3 valutazione in z°

% f 9% f dy O2f  dy % f dy 2
oy . gDt e+ L0 ) + 5w ()
—— (") =—
tr % ()

8yp

- Pertanto dato p = (2%, 4°) si possono calcolare i polinomi di Taylor di ogni ordine delle fun-
zioni implicite, rispettivamente di centro z° o y°.

Esempio: f(z,y) = zysin(zx +y) —y, p = (0, g) Calcolare (in un intorno di p) lo sviluppo

di Taylor del secondo ordine centrato in y° = g della funzione implicita x = z(y) ivi definita da

9,
zysin(x+y)—y = —g = f(p). Verifica dell’ ipotesi: a—f(p) = (ysin(z +y) + zycos(r +y)),—q 4oz =
T ’ 2
0 d
g. Inoltre 6’_5 = xsin(x+y)+ay cos(x+y)—1 che in p vale —1. Pertanto = (g): 0, d—g (g) =
2
—. Si calcolano le derivate parziali seconde:
T
52
8_1:]; = ycos(z + y) + ycos(z + y) — zysin(z + y) m 0,
0*f

S = sin(z + y) + y cos(z + y) + zcos(z + y) — zysin(z + y) Fyozﬂj 1,
0? P2
n{_$COS($+U)+$COS($+1/)—a:?/sm(x—H/)_—__>(). g & g




% f O%f  drx wm.  O*f  dv,m. Of de 7 \°
R e i Rae T pae ] CTEo) i
w7 (3) = o7 ~ e e

5 ()

tanto essendo la funzione C'*°: 1

w(y) = 2" +2' W) —y") + 52" W)y -y + Oy —y")° [y — g} =

-0 2P (5) - o) -3

“26-3) - 463 063 bo3l-

Osservazione 6: - vale la pena sottolineare che la funzione che eventualmente esprime una
variabile rispetto all’altra sul luogo di zeri non e di solito esplicitabile.
Osservazione 7: - un modo di vedere il teorema dell Dini ora enunciato e:

data 'equazione in due incognite (E) f(z,y) =0 se

si trova una soluzione (z°,y°) di (E), per cui l’equazione lineare omogenea
(A) w0 f(2%,y°) +v0, f(”,y") = 0
ha un insieme di soluzioni con 1 grado di liberta (retta) allora
vi sono infinite soluzioni di (E) e quelle abbastanza vicine a (z°,y°) hanno 1 grado di liberta (curva,).

Vale la pena almeno enunciare per un luogo di zeri in due variabili, un raffinamento, che
permette lo studio nell’intorno di un suo punto ove il gradiente ¢ nullo (punto critico):
Teorema del Dini, 1.bis: dati f : A C R?> = R, p = (2°,9°) € A aperto, f € CK(A),
K22, L={(x,y) € A: f(x,y) — f(p) = 0}.
Se Vf(p) =(0,0), ma detH f(p) # 0 si hanno i seguenti due casi:
i- se Hf(p) e strettamente definito (i.e. detH f(p) > 0), vi & un intorno U di p per cui
UnL = {p}
ii- se H f(p) non ha segno definito (i.e. detH f(p) < 0), vi ¢ un intorno U di p per cui

U N L & unione di due grafici, passanti per p, di funzioni C¥,
le cui rette tangenti in p sono diverse, con equazione data da

.0
(z— 2%y —y°)Hf(p) (x x) =0, ciod

y—y°
2 2 2
S Wle = + SLW—P + 25 - ) y) =0

Osservazione: - per I'ipotesi f € C?, H f(p) ¢ una matrice simmetrica (teorema di Schwarz).
- Usando il teorema spettrale (di diagonalizzazione) per matrci simmetriche si ha:

- - l'ipotesi del primo caso vuol dire che H f(p) ha autovalori non nulli con stesso segno,

- - I'ipotesi del secondo caso vuol dire che H f(p) ha autovalori non nulli con segno opposto.
- Il primo caso geometricamente vuol dire che vicino a p gli altri insiemi di livello di f “girano
attorno” a p. In altri termini il grafico di f in R3 nel punto (p, f(p)) ha tangente orizzontale
e intersecato U x R C R? ¢ del tipo paraboloide: ruotato all'insu (trH f(p) > 0, autovalori
positivi), o ruotato all'ingiu (trH f(p) < 0, autovalori negativi).
- Il secondo caso geometricamente significa che UNL in p ha un cono doppio tangente di vertice
p (le due rette): il cono di nullita della forma quadratica associata alla matrice H f(p).

Esercizio: calcolare le eventuali rette tangenti nel punto (0, 0), all’insieme definito dall’equazione
sin(z2 4 y?) — 27~ 41 =0.

Prima di enunciare il caso generale del teorema del Dini, per funzioni di piu variabili a valori
vettoriali, (cioe per sistems di equazioni non lineari a pit incognite, ovvero per intersezioni di



Teorema del Dini, 2: siano f : ACR™ = R, p= (p1,...,pu) € A aperto, f € CK(A),
K>1,L={zeA: f(x)— f(p)=0}. SeVf(p)#0,cioe D,f ha rango massimo 1:

i-geometria: vi ¢ un intorno U di p per cui: U N L corrisponde al grafico di funzione reale di
(M — 1) variabili C¥;
- pertanto si puo definire il piano (M — 1) dimensionale tangente a U N L in p che ha equazione
of of
(x=p)-VI®) = (z1—p)7—@)+ -+ (@u—pu)5—() =0,
0x1 afL‘M
i.e. I'(M — 1)-piano tangente e p + KerD, f.

0
f(p);éO,l§s§M,postot:(...,s—l,s+1,...)eperxERM:
Ts

Ty = (...,%1,91;5“,;..) e RM-1, esistono

1 - intorni W di pg, V di f(p), Udip, Z2:U — WxV, = = (u,v), diffeomorfismo C* per cui:
a- (u,v)e WxV, f(E2"Y(u,v))=w, in (u,v) f corrisponde alla “seconda” proiezione coordinata,
b-exzeU, f(zr)=vexelU, s = d(x,v), cioe U & “fibrato da pezzi di grafici”;

ii- funzione implicita: se

2 - in particolare intorni W di pg, V di ps, una ¢ : W — V| per cui si puo scegliere
U={zecRM .z eW, z,eV} e
a- ¢(py) = ps, b-¢peCE, c-UNL~ Graf ¢ cioe
[re € W, 25 = ¢(z)] & [f(2) = f(p), © € U]

of
of %o ny 00
d- o (r) #0perx € U,eperj #s: ¢ 0x; Ox; k gﬂ{ (z)
o(py) =ps per zy € W, xs = ¢(x4).

Dimostrazione: cfr. ultimo paragrafo.

Osservazione: si fanno osservazioni analoghe a quelle al primo teorema (M = 2). In particolare:
- dal punto 1) segue per v = f(p) il punto 2);

- in generale per i grafici di funzioni reali (z, ¢(x)), considerando sottografico e il sopragrafico,
si ha sempre diffeomorfismo banale che li appiattisce e fa corrispondere ai traslati “verticali”
del grafico il segmento di ordinata il valore della traslazione: (x¢, zs) — (Jzt, T — aﬁ(mt));

- la formula delle derivate parziali si puo ottenere a posteriori, derivando parzialmente la
relazione f(p) = f ( ) e tenendo presente che x4 = ¢(z¢) grazie alla regola della catena. Per

‘ of Ox; af 891;1 of oz,  Of  Of Oz,
: 0= _ .
J 7 s %) Z Ox; Ox; Z dx; Ox; @xs dx;  Ox; Oxs0x;
z;és
- facendo le derivate parziali successive, sino all’ordine K, rispetto alle variabili z;, j # s, della

relazione f(z) = f(p) e tenendo presente che x5 = ¢(zy), iterativamente si calcolano in py tutte

le derivate parziali successive sino all’ordine K rispetto a tali variabili di ¢:

per esempio derivando il primo e I'ultimo membro di () rispetto a xj, h # s:

0= g (of  Of Oxs\ 0% f 0*f Ox, 0*f Ox, O*f O0x,0v, Of 0w,
~ P (axj oz, axj) = Dzndz, | 02,0z, Ozy | Ozndz, 0z, | Oa? Oy, 0z, | Dx, Dzndz,

quindi, calcolando in py la s = ¢ e le sue derivate parziali prime gia note da (x), e in p le

derivate parziali di f, si ottengono i valori in p;y delle derivate parziali seconde di x, = ¢;

- usando gli svilupppi di Taylor per funzioni di pit variabili si trova un’approssimazione poli-

nomiale della funzione implicita.

Per I'enunciato generale conviene adattare le notazioni per sottomatrici in F'T 10, FT 12.

- se con s si denota un M-multindice (si,...,sg), crescente, 1 < s3 < --- < S, e H & una

matrice m x M con H*® si intende la matrice di colonne H*!, ..., H®% ovvero H*®*  Analogo

significato avra H¥ per la sottomatrice rimanente. Simili notazioni a pedice H,,, Hy si usano

per le sottomatrici ottenute selezionando o cancellando righe, o righe e colonne H.

&Ej




- Quindi con J*f(p) e con gxs

nando le colonne s; < - -+ < s, dalla matrice jacobiana: (

(p) si intende la matrice (Jf(p))® cioe quella ottenuta selezio-

of of of
L)l W) = o),
ovvero lo jacobiano tangenziale ambiente JV f(p) del differenziale tangenziale di f lungo il
sottospazio affine W = p +yies, + -+ + yres,s (Y1,---,y%) € RF, FT 12.

Teorema del Dini, 3: siano f : A C RM — R™, M > m, p = (p1,...,pm) € A aperto,
feECK(A),K>1,L={xe€ A: f(x)—f(p) = 0}, ovvero I'insieme delle soluzioni (zy, ..., zx)
filey, .o on) =fi(prs - pu)

del sistema

fm(xb <. 7*77M) :fm(pla . >pM)

Se J f(p), ha rango massimo m, i.e. det.Jf(p) Jf(p) = detJ f(p)Vf(p) > O
i-geometria: vi e un intorno aperto U di p per cui U N L corrisponde al grafico di una funzione
CE di (M —m) variabili a valori in R™;

- pertanto si puo definire il piano (M —m) dimensionale tangente a U N L in p che ha equazioni

(:B—p)Vf(p)Z (07"'70)mvolt67 cioe Jf(p) t(iﬁ—p) :6Rm ,

0 o) .
ovvero (x; — pl)—f(p) +o 4 (zy — pM)—f(p) = Orm, piu esplicitamente
( 1 1
2 - — -0
(71 pl)gxl (p) + -+ (vm pM)E)xM (p)
I'(M — m)-piano tangente e p + KerD, f.
O fm fm
o\ 2dm . — _Jm -0
\ (1 —p1) oz, (p) + -+ (vu pM)@mM (p)
ii-funzioni implicite: datis = (s1,...,8m), t = (t1, .- tar—m), con {s1, ..., Sm, b1,y tarom} =
{1,..., M}, si pone per v € RM: 24 = (24,,...,7,,) ER™, 2 = (x4, ..., 71, ) € RM™,
0
- Se det 5 (p) # 0, ovvero J°f(p) & invertibile, esistono:
Ts

1 - intorni aperti: W in RM—™ di Dt Vin R™ di f(p), U di pin RM per cui

(@) = (u,v) = (ar. f(z)) = (Z v e, meﬁ’")

=:U = W x VCRM™ x R™, sia un diffeomorfismo CX tra aperti di R, e
a- f(E2 Y u,v)=0, (u,v) EWXV, b-z€el, flr)=v& zel, xs=(="")s(x¢,v)=: (x4, v);
2 - intorni aperti W in RM = dipy, Vin R dips,, U={r € A:xy €W, 2, €V} ~W x V,
e una funzione ¢ = (¢1,...,¢p) : W =V, x5 = ¢(xy), CX, Graf ~ U N L:
a-¢(p) =ps, b-peCr, c-UNL~ Graf ¢: [z € W, 25 = ¢(xy)] & [f(z) = f(p), v € U]

(1]

d- detg;i (x) # 0 per x € U, ovvero J®f(x) e invertibile, e per 1 < 7 < M —m la ¢ soddisfa il
—1
sistema di equazioni differenziali: %<xt) :gf’: () = = (gai (x)) g_ai(x>
o(pt) =ps » per zy € W, xg = ¢(x4).
Ciod Joa0) = 52w = = [P@] 10 = = |72 @] - 2L vty = ot
Per Cramer: gi: () = gi: () = _detJSf(w()ieE%};Zi) %(l’)} Ly €W, ze=o(x).

Dimostrazione: cfr. ultimo paragrafo.



Osservazione 1: - valgono osservazione analoghe a quelle fatte nei precedenti enunciati.
Osservazione 2: se le variabili indipendenti, zy sono le prime M —m, t = (1,...,M — m),
t; = j, e quelle dipendenti x4 sono le ultime m, s = (M —m+1,..., M), s, = M —m +1i, con
l'identificazione R™ ~ RM~™ x R™, si ha:
Grafo =W xVNL=UNL, = (T1, - s T0—m, D1(T1, - s Zar—m)y - o O (T1, o s Tam))

0
—¢($1...M—m, ¢($1...M—m))
of T o
- (m($1...M—m7¢($1...M—m))| %(xl...M—m; ¢<x1.A.M—m)b 8—%(I1...M—m, st(xl..‘M—m))
Osservazione 3: - la notazione %, che sottointende il fatto che xj, sia una delle variabili dipen-
Tk

denti z,, s, , e z; una di quelle indipendenti @, 4,, . , puo essere ambigua ed indurre all’errore
in quanto non specifica quali siano gli inetri due gruppi di variabali.

Cambiando il gruppo di variabili (dipendenti), per cui si realizza il rango massimo, ma tenen-
done fissa una come indipendente, la funzione implicita ¢ puo cambiare (con le sue derivate).
Sarebbe comevedere il luogo di zeri L da diversa prospettiva: le pendenze cambierebbero.

Esempio: gia nel caso lineare in cui tutto si esplicita ci si accorge del fenomeno:
T+y+z+2w T+y+z+2w=0
f(xvyazaw): Y :R4_>R2, L= (ZL‘,:I/,Z,QU)I Y ,
T—Yy+z—w r—y+z—w =0
si ha su L esplicitamente:

ow
- - da una parte ¢ = (y,w) = (3z + 3z, —2x — 22): = —2,  (z, z) variabili indipendenti;
x
, . y 2 ow e .
- - dall’altra invece ¢ = (z,w) = 3 TRy o = 0, (x,y) variabili indipendenti.
x
- Per questo si usa la seguente notazione: date le variabili © = (x1,...,2)), con relazioni di
interdipendenza definite da f(z1,...,2y) = ¢ = f(p) € R™ si scrive
oxy, Dy, \ “orFom-1 . . :
— , h, k#Tj, 0 — , h, k+# o0;, intendendo rispettivamente:
E)xk Try oy, aCL’k
che le M —m variabili indipendenti sono zy, Z, ..., Tap—m—1, con x, tra le rimanenti dipendenti;
o che le m variabili dipendenti sono zp, z,,,...,%s, _,, con xj tra le rimanenti indipendenti.
Osservazione 4: - come nell’osservazione 7 al primo teorema, un’interpretazione e la seguente:
filzy, .. o) =q filpr, -+ o) =@
si considerino i sistemi (E) :
fm(xla"'axM> =Aqm fm(pl:apM) =Adm
( 0fi df1 df1 df1
w=—p)+-+u =0 —(p)...
150, ) My — @) ou, P 5P
(A) : rank | : o= m,
fm fm Ofm Ofm
Uy —=—2(p) + - - - 4 up = =0 iy,
B (p) M (p) B, (p) pr (p)

- - se il sistema non lineare (E), in m equazioni ed M > m incognite, ha una soluzione p,

- - se il sistema lineare omogeneo (A), associato mediante la matrice jacobiana in p, ha rango
massimo m, cioé ha uno spazio di soluzioni con M —m gradi di liberta (M —m)-sottspazio),

- - allora, vicino a p il sistema (E) ha anch’esso infnite soluzioni con M — m gradi di liberta
(M — m)-varieta),

- cioe vi ¢ un r > 0 per cui:

le soluzioni di (F) tali che dist(x,p) < r sono descritte da M — m parametri indipendenti.

Th cambia al cambiare della scelta
&m

Esercizio: trovare un esempio ancora piu semplice per cui



Esercizio: f(x) = f(x1,22, Y1, Y2, y3) = 2™ +ay1 —4ya+3, x5 cos 11 —611+2y1—y3) : R* = R?,
p = (0,1,3,2,7). Mostrare che in un intorno di p la condizione f(z) = f(p) definisce una
funzione da R? ad R?: a1 = ¢1(y1, ¥2, ¥3), T2 = ¢2(y1, Y2, y3). Calcolare Jo(3,2,7).

Osservazione: per una versione con notazione astratta si veda il paragrafo delle dimostrazioni.

Teoremi del rango

Teorema del rango 1 Sianop € A=A CRM, U : A - R™, m > M, U e (CK(A)",

oV, . . . . .
K21,percuidet<a h(p))7é0,1§Z1<--.<2M§m’681an01§91<...<jmMgm
Tk

gli m—M indici rimanenti (quelli delle variabili dipendenti), I = (iy,...,im), J = (J1, -+, Jm—nr)-

Vi sono: U intorno aperto di p, V intorno aperto di ¥(p) in R™, r > 0, per cui
_ Y :UXB(Opon,r) =V, B(x,2) = (@) + z1€5 + - + Zm-pi€,, s
Y =B, + E (U + Idgm-smygm-nm) & bigettiva C¥, con inversa CK.
- Quindi ¥ = ¥+, 6Rm—M> ristretta a U ha inversa Y : ImygV¥ — W, data dalle prime M
componenti della restrizione di ¥~} che & CE(V).
Ovvero X1 (U(x)) = (x,0gm-u): nelle coordinate (z, z) in R™ la ¥ & 'immersione canonica.

Teorema del rango 2 Siano pe A=A'CRM U : A R™ m> M, Ve (CK(A)" K > 1.
Se D,V ~J¥(p) ha rango massimo, allora esistono intorni aperti:
UCAin RM dip, Vin R™ di ¥(p) per cui

i- J¥(x) ha rango massimo per ogni = (z1,...,xy) € U,

- W) ¢ iniettiva, - ¥). ha inversa continua, - \I/‘il(V) =U.
U

i - Imz W corrisponde al grafico di una I" funzione C* di M variabili tra le coordinate vy, . . . Ym
in R™ a valori nello spazio ortogonale R™ M C R™ individuato dalle rimanenti m — M.
ov;
- Come variabili indipendenti ¢; = y;,, ..., car = Yi,, Sisceglono quelle per cui det(a—h (p)) #0:
Lk
- U(x) ~ (Uy(x),T (U;(z))). Quindi Imz P & una sottovarietd M dimensionale C* di R™.
iii - Si puo pertanto definire il piano tangente M dimensionale in ¥(p) a ImW.
- Esso coincide con il piano M dimensionale in R™ dato da ImD,¥ + ¥ (p), ovvero
ov ov
- in forma parametrica ¥(p) + JU(p)z = ¥(p) + xla—(p) + -+ xMa—(p) con z € RM,
T T M
Osservazione 1: per M = 1 il secondo teorema ¢ stato gia analizzato, cfr. FT 6. In particolare,
gia in questo caso di cammini, ¢ emersa la necessita di considerare solo ['"Tmmagine di una
restrizione (“localizzare”) e non tutta 'immagine. E.g. vi sono cammini ~y(¢) che per ¢ — oo
tendono a y(p), ma con versori tangenti che tendono a un versore trasversale a quello di v/(p).

Osservazione 2: localmente ImW e grafico rispetto ad ogni addendo diretto di un addendo
diretto di ImD,V. In particolare rispetto a ImD,¥. Per una tale versione con notazione
astratta si veda alla fine del paragrafo delle dimostrazioni.

Osservazione 3: la condizione D, ¥ di rango massimo equivale a
ov ov
—(P), .., =m—

(981 85 M

(p) sono linearmente indipendenti in R™ , ovvero det *JW¥(p)J¥(p) # 0.

Osservazione 4: nei teoremi delle funzioni implicite le variabili indipendenti che individuano
una sottamatrice della Jacobiana di rango massimo sono variabili dipendenti dalle rimanenti.
Invece nel teorema del rango le variabili dipendenti che individuano una sottamatrice della
Jacobiana di rango massimo sono le variabili che si usano come indipendenti.

Osservazione 5: una base della giacitura piano tangente e data dalle velocita dei cammini im-

0 ov
magine (mediante W) degli M assi coordinati passanti per p: le derivate parziali a—(p), e
S1 SMm

Osservazione 6: nel caso bidimensionale ¥ (p) = (¢(p), ¥(p), ((p)), nello spazio tridimensionale
(M =2 p=(s,t) € R* edm =3, X = (2,y,2) € R?) la condizione di rango massimo di
N N

()



Quindi il piano tangente in (s, t) puo esser espresso agevolmente in forma cartesiana dall’equazione

ov ov
(o= 601w = 00,01 (s - 55,00 x FLisi0)) 0.
. : : ov, | ov
ovvero 'annullarsi del determinante della matrice 3 x 3 det | X — ¥(p) a—(p) E(p) = 0.
s
v
Osservazione 7: la novita non e tanto nell’asserire che a—(p), ce aa—(p) sono vettori tangenti
S1 SM

(velocita dei cammini W(p + te;), ma nell’asserire che Imy W ha piano tangente!
Dipendenza funzionale

Come nel caso lineare per lo studio di funzioni lineari generiche ci si riconduce a funzioni lineari
di rango massimo cosi, localmente, nel caso non lineare. Si usano le notazioni di F'T 11, 12.

Notazione: - per s = (s1,...,8,) E N, 1 <5 < ++- <5, < M, t = (t1,...,ty_,) € NM77,
1<ty < <ty, <M, con{sy,...,8,t1,....tprv} ={1,..., M}, si pone per z € RM:
Ts = (g, .., Ts) ER™ wy = (w4, ..., 14, ) € RMT™.

-Per I=(iq, ...y ir)y J=(J1, oy Jmr)y 1<iy <++- <0, <m, 1<j1 <+ <Jmp<m,{1,...,m} =
{ila cey ey J1y e 7jm—r}; yeR™ y; = (yi17 - 7yir) € R, Yy =95 = (yjl s 7yjm—r) € R™.
Teorema del rango costante siano A: A=A CRM - R™, CK(A), K > 1,p € A.

1) - Se D, A ha rango costante r per ogni x € A vi &€ U intorno aperto di p,

--UN{z: A(z) = v}, v € ImyA, corrispondono a grafici di funzioni di M — r variabili in R",
- - ImyyA corrisponde ad un grafico di funzione di r variabili in R™™".

- - Precisamente se Z ¢ un addendo diretto di ImD,A vi sono V aperto di RM, H : U — V
diffeomorfismo C*, T : ImyD,A — Z, C*: A (H Y(c)) = (DyA) e+ T (DyA)e), c €V,

A m
2) - In coordinate: se inoltre %(p) = J3A(p) = ER"JA(p)(ER")® & invertibile

oves~1<s5 < ---<s, < MS, I ~1<14 <---<i, <m, eirispettivi rimanenti indici

stanot~ 1<t < - <ty <M, J~1< 1< < Jmyr <M,

posto L ={z € A: A(z) = A(p)}, esistono intorni aperti

“WinR d Ar(p), Q in R™ di Aj(p), V= {y: yrew, yJeﬁ} ~W xQ, Uin RM di p;
WinRYM " dip, VinR dips,, U={r € A:ae €W, 23 €V} ~W x V di p, per cui

0AT

0rg

- Immagine:

- ImzA corrisponde al grafico di una funzione C* delle r variabili y;,, . .. y;, di R™ a valori nello

spazio R™™" individuato dalle rimanenti: [(y7,y,) € W x Q, y; = [(y;)] < [y € ImA N V].

- Si puo pertanto definire il piano tangente r dimensionale in A(p) a ImgA.

- Esso coincide con il piano r dimensionale in R™ dato da ImDy A+ A(p), ovvero

- det

(z) # 0 per x € UNU, ovvero J*Ar(z) & invertibile,

A A
- in forma parametrica A(p) + J°A(p)s = A(p) + 818{1 (p)+---+s, gx

- Premmagine: vi & una funzione ¢ = (¢1,...,¢m) : W =V, x5 = ¢(xy), Grafop ~ U N L:

a-d(p) =ps, b-dpeCF c-UNL~ Graf ¢: [z € W, s = ¢(x1)] & [A(z) = A(p), = € U]
d - pertanto si puo definire il piano (M — r) dimensionale tangente a U N L in p, che &
p+KerD,A; di equazioni: (x=p)-VAIP) = (0,...,0) vore , ciot JA[(p)(z—p) = Ogr, i.c.

(p) con s € R".

0 OA -
(1 — p1)—l(p) + -+ (T — pur) ! (p) = Ogrr, piu esplicitamente
(1 — p1) xil (p) + -+ (xm — pumr) 8@; (p) =0



Esplicitando la parte relativa all'immagine si ha I'immediato corollario

Dipendenza funzionale: A : A= A C RM — R™ CK(A), K >1,pe A.

- Se JA(z) ha rango costante r per ogni x € A allora esiste
Gi(Ar(z),...,An(x)) =0

G:V — R, CK D,G di rango massimo per cui : , xeu
Gm—r(A1(x), ..., Ap(x)) =0

A m
axl(p) = J2A(p) = ER" JA(p)(ER™)® & invertibile, vi &

S

Ajl (.CE) = Fl(Ah (.%’), R Alr(x))
IF: W —Q,CK percui{ : , veU, (G(y) = yJ—F(y[)).

Ay (@) =T (A (2), - A, (7))
Osservazione: - I'ipotesi di avere rango costante su tutto un intorno € necessaria in quanto avere
rango 7, quando non massimo, non si puo esprime con una condizione “continua aperta” (dis-
eguaglianze strette tra funzioni continue) del tipo detJ fV f # 0 (funzioni implicite) det VW J ¥ #
0 (teorema del rango). Quindi il fatto che il solo JA(p) abbia rango r < M, m, non porta a
concludere: non si puo dedurre per continuita e permanenza del segno che in tutto un intorno
di p il rango sia sempre r.
- Nemmeno supporre che 8%’ sia invertibile in tutto un intorno di p, e che in p abbia rango r,
non massimo, e sufficiente: infatti il rango fuori da p potrebbe aumentare. A titolo di esempio
Esercizio: si studi I'immagne e la preimmagine intorno a p = (0,0) di A(z,y) = (2% + y, 2?).

- se inoltre si sa che

Osservazione: - il fatto che rango di una matrice non sia massimo significa che I'applicazione
lineare associta non e surgettiva.
- per una A matrice m x M il rango visto per colonne ¢ la dimensione dello spazio vettoriale
da loro generato.
- Il rango visto per righe si interpreta anche come condizione di dipendenza funzionale mas-
simale delle righe A; intese come funzioni lineari ¢;(z) = A;z, invece che come condizione di
ortogonalita. Cio mostra che la dipendenza funzionale differenziabile non lineare si basa su
quella del caso lineare per il differenziale non surgettivo.
Dire che le righe sono dipendenti linearmente equivale a dire che tali funzioni lineari sono lin-
earmente dipendenti : cio¢ che vi sono ¢! ... g™ numeri per cui g*¢(z)+- -+ 9™ (z) = 0 per
ogni z, quindi (¢g*...¢g™)Az = 0 per ogni x: ovvero che vi & un “vettore riga’ g = (¢*...g™)
per cui gA = 014 -
Dire che il rango per righe & r ¢ equivalente a dire che vi & un matrice G, (m —r) x m di rango
massimo m — r (surgettivita) per cui GA = 0¢p—y)x
Gi1Ax = GiAix + ... .Gl Apx = Gi(d1(x), ... dpm(z)) =0
: . per ogni z € RM,
Gn Ar= Gl _ Aix+.. .G"_ A,z = Gpn . (01(x),...0n(T)) =0
e non ve n’e alcuna di dimensione maggiore con tale proprieta: ovvero vi sono m — r combi-
nazioni lineari indipendenti che annullano A e non di piu.



Teoremi di invertibilita globale.

Senza accenni alle dimostrazioni per completezza si enunciano dei criteri di invertibilita globale.
Omeomorfismo locale. Una funzione (continua) G : (N,§) — (C,d) tra due spazi metrici si
dice omeomorfismo locale se per ogni p € N esiste un intorno U aperto di p e un intorno V
aperto di G(p) per cui F': U — V & continua, bigettiva e con inversa continua.

Funzioni proprie. Una funzione continua G : (N,d) — (C,d) tra due spazi metrici si dice
propria se le preimmagini di compatti sono compatte.
Se (N,d) e (C,d) sono RM una funzione G & propria se e solo se |G(z)|gy ——— +0c0

\$|RM —00
Semplicemente connesso e omotopia. - Un insieme E in uno spazio metrico (M, d) si dice
semplicemente connesso se

i- & connesso,

ii- per ogni cammino chiuso y[a;b] — E, vie T : [a;b] x [0;1] — C

per cui I'(s,0) =v(s) e I'(s,1) =c=T(a,1) € C
in breve ogni laccio in C puo essere deformato con continuita rimanendo in C' ad un punto.
- La “defomazione ” T" si dice omotopia.

Teorema 1. Siano (N, 0) e (C,d) spazi metrci connessi per archi e G : (N,0) — (C,d). Se

i- (C,d) & semplivemente connesso,
ii- G’ ¢ un omeomorfismo locale allora
G ¢ propria se e solo se G ¢ globalmente invertibile con inversa continua (omeomorfismo).

Teorema 2. Se Q & aperto in RM, I’ = D C Q & limitato e connesso per archi e G : Q@ — RM

¢ una funzione C'(Q) con differenziale in ogni punto di D invertibile allora
G :0D — 0(G(D)) ¢ bigettiva seesolose eG:D — G(D) ¢ bigettiva .

Corollario 1. Se G : RM — RM & CK con differenziale in ogni punto invertibile e
|G(z)|gm ———— +oo allora & bigettiva da R™ in se con inversa C¥.

‘l‘|R]y[—>OO
Corollario 2 . Se G : RM — RM ¢ propria e C¥ detto S I'insieme dei punti p ove D,G non
¢ invertibile si ha che se RM \ G(S) ¢ semplicemente connesso e RM \ G71(G(S9)) ¢ connesso
per archi allora G ¢ invertibile con inversa C* tra RM \ G71(G(S)) e RM \ G(9).



Dimostrazioni

Teorema di invertibilita locale: Siano f: A C RY — RN, CK, K > 1, A aperto, p € A.
Se la matrice jacobiana J f(p) & invertibile, cioe di rango massimo, allora vi & un intorno aperto
in RV, U C A di p per cui:

- la restrizione di f ad U ha immagine che ¢ un intorno aperto V di f(p) in RV,

- ¢ invertibile su V, con inversa continua anzi C* e quindi differenziabile.

Dimostrazione: nei primi due punti si introducono delle semplficazioni.

i - Si puo supporre che D,f = Idg~. Infatti se il teorema fosse vero in questo caso, lo
si applicherebbe a ¢(z) = (D,f)~!f(x), soddisfacente questa ipotesi. Essendo 1’ operatore
lineare invertibile D, f un diffeomorfismo, se 1) fosse diffeomorfismo tra due aperti U e V, di
RY tale sarebbe f = (D, f)t tra i due aperti di RN, D, f(U) e D, f(V).

ii - Si puo supporre usando lipotesi f € C!, che D, f sia invertibile per ogni z, anzi che
sup|Jf(x) — Jf(p)|gv2 =: k < 1. Infatti per ipotesi D,f ¢ invertibile cioe detJf(p) # 0.
€A

Quindi per continuita delle funzioni z — Jf(x), detJf(x) (composizione di continue), e per
permanenza del segno, vi & p > 0, per cui se |x|gy = |z|y < p si ha che D,f & invertibile e

sup |Jf(z) = Jf(p)|g~2 < 1. Quindi ci si restringe alla palla aperta B(p, p).
z€B(p,p)

iii - Lemma, perturbazioni contrattive dell’identita: se g: BC RY = X — RM = X,
B aperto in X, |g(z) — g(y)|x < k|lz —y|x con 0 < k < 1 (g ¢ k-Lipschitziana e contrattiva)
allora se f =: (Idx —g) : B— X, f(z) = x — g(x), si ha:
1- Idx — g ¢ iniettiva,
2- ¢ un omeomorfismo con la sua immagine, cio¢ (Idx — g)~! ¢ continua su Imp(Idyx — g),
3- ha immagine aperta in X: poiche B ¢ aperto in X, trasforma aperti di X in aperti di X.
Piu precisamente (tengasi presente il caso g(x) = kx, x € R = X):
| k—Lipschitziana: If 7 (u) — 7 (v)|x < T %
3p - per B(z,7) C B siha (Idx — ¢)(B(x,7)) 2 Bz — g(x), (1 — k)r).
Dimostrazione del lemma: 1) se fosse f(z) = f(y) allora x — g(z) = y — g(y) quindi z —y =
g(x) — g(y) passando alle norme |z — y|x = |g(x) — g(v)|x < k|z —y|x. Ma k < 1.

2p- f_1 e

lu —v|x, u, v € Imgf,

. 1
2p) u= f(x) = x—g(x), v = f(y) = y—g(y), si deve provare che [z —y|x < T—|f(2)=f(y)]x-
Ovvero |z —y|x — klz —y|x < |f(x) — f(y)|x = |z — g(x) —y + g(y)|x. Per diseguaglianza

triangolare ed ipotesi |2 — g(z) —y+9(y)[x = |z —ylx —|9(z) —9(y)Ix = |z —y[x —klz —ylx.
3 p) Dato u € B(z — g(z), (1 — k)r), ovvero |u — z + g(z)|x < (1 — k)r, si tratta di risolvere
{ z—g(z)=u | : -
, cloe trovare un punto fisso i T, =T : B(z,r) = X, T(2) = u+ g(z).

|z —z|x <r
Poiche X = RY & completo e B(xz,7), essendo chiuso in X, & completo, si cerca di usare il
teorema delle contrazioni. Va verificato:

- - deve esserci 0 < h < 1 per cui, se |z|, |y| < r allora |T(z) — T'(y)| < hl|z — vy,

- - T trasforma B(z,7) in s&: se |z — x| < r allora [Tz — x| < r.
- - La prima € immediata con h = k, per ipotesisu g: T(2)—T (y)=u+g(z)—u—g(y)=g(z)—g(y).
- - Per la seconda:
Tz — x| = Ju+g(2) — 2| = [u—z+g(x) + 9(2) — g(z)| < [u—=+g(x)|+|9(z) — g(z)|
(assunzione su u ) < (1 — k)r + k|z — x| (assunzione su z) < (1 — k)r + kr = r.Fine lemma.

iv- Sia quindi f : B =: B(p,p) C RY — RN, CK K > 1, Jf(z) invertibile per z € B,
Jfp)f =1d = Idyun, sup |J f(x) — Jf(p)|y2 =sup|Jf(x) — Id|n2 =: k < 1. Grazie a



Lipschitzianita locale delle Elnzioni C': dalla diseguaglianza del valor medio, cfr. FT 13:
se F e [CY(A)]" allorase z, z € B(c, p) C A: |[F'(2)=F(2)]n < |2—2|n SuPyepep) [T F(w)|[gne

si applica il lemma di perturbazione contrattiva a g(z) = « — f(x): infatti Jg(z) = Id—J f(x),
per cui |g(x) — g(y)|n < k|z — y|n e per assunzione 0 < k < 1.

Si ottiene cosi che f ¢ un omeomorfismo tra aperti di RY. Si pone U = Be V = f(B).

v- Per concludere, essendo f bigettiva tra due aperti di RV, C¥, con differenziale invertibile
in ogni punto, e con inversa continua, si usa il teorema di differenziabilita dell’inversa continua
provato in FT 13.

Idea per l'uso del teorema delle contrazioni: la dimostrazione, valida in ambiti molto pill gen-
erali, si ispira ai metodi elementari e usa come strumento tecnico il teorema delle contrazions,
cfr. FT 8. Si basa sull’idea seguente che si potrebbe chiamare delle parallele alla tangente.

- Per f reale di una variabile 'operatore lineare Dy f ¢ la moltiplicazione per la derivata in 0
(un numero, che si identifica con una matrice 1 x 1): Jf(0) = f'(0), Dofz = f'(0)x.

- Per approssimare e trovare la soluzione z di un’equazione f(x) = wu, con termine noto u
abbastanza piccolo vicino a f(0) = 0 si procede come segue: per ottenere una migliore ap-
prossimazione a partire da una data Z, si fa la preimnmagine di u mediante la parallela alla
retta tangete al grafico in (0,0), di equazione z = f/(0)x, passante per per il punto del grafico
di f corrispondente al termine x di approssimazione precedente a quello che si sta calcolando,
retta di equazione z = f'(0)z + f(z) — f'(0)z:

u=Dx +f/(X1) -Dx1

x3=DM 1 } (u—F(x2))+x2

I g // / -7 -,
x2=D" A (u~f(x )+x1"

s s
- 7 -

1" D=Df(0)
x(n+1)= DM {—1}(u—f(xn) ) +xn

y
u:DX+f(x2)—I/)x2/ f(x2)

- Chiamando D la derivata in 0 (che si potrebbe supporre uguale ad 1) si considera la seguente
Tppr = D7 Hu— f(xn)) + 20

o — 0 .
Se la successione convergesse ad un limite L, per continuita, passando al limite nella formula
iterativa, si avrebbe L = D™'(u — f(L)) + L, ciot 0 = D~*(u — f(L)) quindi 0 = u — f(L),
il limite di una tale successione sarebbe una soluzione. Sia la convergenza che 'unicita necessi-
tano che u sia abbastanza vicino a 0 = f(p). E qui entra in gioco il teorema delle contrazioni.
- Il teorema delle contrazioni, in realta, riassume il fatto che una successione definita iterando
il calcolo di una funzione T, che trasforma uno spazio completo in sé, con pendenza sempre
minore di un dato numero minore di 1 (contrazione), indipendentemente dal punto di partenza,
converge ad un unico limite L per cui T(L) = L. L’operatore dell’iterazione, se D = 1, ¢
T(z)=u—f(z)+z=u+ (2 — f(2)) = u+ g(x), come nel lemma di perturbazione.

successione definita iterativamente



Vale la pena dare una dimostrazione meno diretta e meno elementare, tra quelle a dispo-
sione, del caso semplice del teorema delle funzioni implicite, ma con la stuttura formale della
dimostrazione del caso generale, anche vettoriale, per averne una visulaizzazione piul convin-
cente; come per la versione semplificata del teorema del rango per cammini regolari in FT 6.

Teorema del Dini, 1: siano f: A C R? = R, p = (2°,9°) € A aperto, f € CK(A4), K > 1,
L=A{(x,y) € A: f(z,y) — f(p) =0}. Se Vf(p) #0, cioe D,f ha rango massimo 1:

i-geometria: vi & un intorno U di p: U N L & grafico di una funzione reale di una variabile C*;

- pertanto si puo definire la retta tangente a U N L in p che ha equazione (cfr. FT 13)

of

0
(x — xo)a—i(p) + (y — yo)a—y(p) = 0, ovvero la retta tangente ¢ p + KerDpf.

0
ii- funzione implicita: se —f(p) # 0 esistono:

dy
1-intorni W di 2%, V di f(p), U dip, E:U — W x V, E = (u, ), diffeomorfismo C* per cui:
a-(u,v) € WxV, f(EY(u,v)) = v, nelle nuove variabili f & la seconda proiezione coordinata,
b-e(z,y) €U, flz,y)=ve (v,y) €U, y=d(x,v), cioe U & “fibrato da pezzi di grafici”:

2 - in particolare intorni W di 2°, V di 4°, una ¢ : W — V/, per cui si pud scegliere U = W x V:

a- ¢(2°) =9, b-¢ e CK, c UnL=Graf ¢ cioe
[z e W, y=0o)] < [f(z,y) = f(p), (x,y) €W xV]

0
W, o (o 0(a)
d- g—g(x,y)#Oper (x,y) e W xV e dz T g_i(%gb(x)), per z € W.

¢(a") =y"
Dimostrazione: ii - si prova direttamente il secondo punto da cui segue il primo.

- Per continuita delle derivate parziali da a—(p) # 0 si ottiene che vi & U” intorno aperto di p
Y

0
per cui: a—‘;(ﬂf,y) #0, (zy)el” RxR _f_ R

- ="\

/
\

WPAN S T

L 0
Per esempio si supponga che la derivata parziale sia positiva in U”, in modo che le figure siano
approssimativamente fedeli alla situazione.

- Si definisce = : U” — R?, E(z,y) = (u,v) = (z, f(z,y))

si ha E(p) = (u07U0) = (’IOa f(p))

Si ha inoltre JZ( )+( ! 0 )dtr( )= 2 o) > 0 per (2,y) € U
1 ha moltre J=(z, ,det J=(x,y) = —(x, er (z, .
VTN %(z,y) Ly Y=gy ) 2 Py

- Per il teorema di invertibilita locale vi ¢ un intorno aperto U’ di p, contenuto in U”, sul quale
= & un diffeomorfismo C'* su un intorno aperto V' di Z(p) = (zo, f(p)).

b - Indicando con E~1(u, v) = ®(u,v) = (O (u. v), Py(u.v)) : V! — U’ la sua inversa si ha:



(z,y) e U'N{(z,y) : f(z,y) =v} & (z,y) €U e flz,y) =v&
& (z, f(z,y) €Vie flzy) =ve
f ),y:qDQ(x,f(x,y))ef(x,y):U@
& y=Dy(z,v) e (x,y) €U

Si definisce quindi ¢(x, v) = ®5(x, v), ¢ in particolare per v = f(p) si ottiene ¢p(z) = Do(z, f(p)).
Queste funzioni hanno dominio W’ la proiezione ortogonale, PY(U'N{(z,y) : f(z,y) = v}), sul
primo asse di U'N{(z,y) : f(z,y) = v}, che risulta aperto coincidendo con la prima proiezione
nel codominio dell’intersezone della retta orizzontale di ordinata v con aperto =Z(U’).

Come suggerisce il disegno tale dominio puo non essere un

segmento, puo essere fatto da piu pezzi, nel caso due segmenti.

a-E piu interessante sottolineare che, a patto di prendere intorni piu piccoli, gli insiemi di
livello di f vengono ‘ “appiattits” da @, per sua definizione, e sono contenuti nelle rette di livello
della seconda proiezione nel codominio v = ¢. In particolare, come sopra osservato, U’ N L ha
immagine mediante ¢ contenuta nel segmento di ascisse v = f(p).

Per far cio si parte dal codominio di ®:
si condsidera W intervallo aperto intorno di ug = xg, € V intervallo aperto intorno di vy = f(p),
in modo che W x V _sia contenuto in V.

Si considera quindi U =: ®~ (W X V)
U ' (p
ST
Utilde >

Wiilde “Wtilde
Le porzioni di linee di livello di f in U sono trasformate da ® insegmenti orizzontali di stessa
13 2
quota’.

i - Se invece si vuol metter in risalto la natura di grafico locale di L nel dominio di F' conviene
trovare un intorno aperto U = W X V di p, con W e V_intervalli aperti rispettivamente di g
e di yo, contenuto in U’ (restringendo uleriormente in U) e tale che il grafico di ¢ su W, cioe
(W x R)NU’' N L, sia interamente contenuto in V.

Per esempio, si parte da un intorno B x V' contenuto in U’, di p, con B e V intervalli aperti.
Quindi si considera W , intervallo aperto di z

contenuto in ¢~ (V) N B (aperto per continuita di ¢).

ii - a - ¢ - Per costruzione le due condizioni sono soddisfatte.
ii - b - d - La funzione risulta C* essendolo =,. Derivando in z la relazione f(x,¢(x)) = f(p)
per la regola della catena si ottiene la formula per la derivata di ¢ sul suo dominio.



- Siidentifica R7IXR? con R”: a = (ay, ..., ap—q) = 1€} "+ Fa, R " b= (by,....by).
L(a,b) = B P~9q+ EP=0T1-Ph = q,eR .. -+ap,q€i£{fq+b£e§fq+1+~ -+bgeyt” (cfr. FT 11). La
matrice associata ad L nelle basi canoniche (e}, 0ra), (Opp-4,eR"), 1 <i<p—¢q, 1 <j <gq,
e e, 1 < h < p, e lamatrice identita p x p.

Teorema del Dini, 3: siano f : A C RM — R™, M > m, p = (p1,...,pm) € A aperto,
feECK(A),K>1,L={xe A: f(x)—f(p) = 0}, ovvero I'insieme delle soluzioni (zy, ..., zx)
file, .o on) =fi(prs - pu)

del sistema

fm (1, am) =fm(prs - py)

Se Jf(p), ha rango massimo m, i.e. detJf(p) tJf(p) =detJf(p)Vf(p) > 0:
i-geometria: vi & un intorno aperto U di p per cui U N L corrisponde al grafico di una funzione
CK di (M —m) variabili a valori in R™;

- pertanto si pud definire il piano (M —m) dimensionale tangente a U N L in p che ha equazioni
(.’L'—p) : Vf(p) = (07---70)mvolte ) cioe Jf(p) t(x_p) = 6Rm >

of af -

ovvero (z1 —p1)=—([p)+ -+ (xym — pum) (p) = Orm, pin esplicitamente
( 1 1
— - - _ =0
(71 pl)@xl (p) + -+ (vm pM)@xM (p)
I'(M — m)-piano tangente ¢ p + KerD, f.
fm Ofm
o\ 2dm . — —Jm -0
\ (w1 —p1) Dz, (p)+-+ (zm pM)@mM (p)
ii- funzioni implicite: datis = (S1,...,8m), t = (t1, ..., tar—m), con {S1, ..., Sm,t1, s trpr—m} =

{1,..., M}, si pone per x € RM: 24 = (25,,...,7,,) € R™, 24 = (x4, ..., 74, ) € RM™,
of

- Se det
e det

S

1 - intorni aperti: W in RM—™ di Dt, V in R™ di f(p), U di pin RM, per cui

(@) = (u,v) = (ar. f(z)) = (Z DS fi@)e;tm)

=:U = W x VCRM™ x R™, sia un diffeomorfismo CX tra aperti di R, e

a- f(E2 Y u,v)=0, (u,v) EWXV, b-z€el, flr)=v& zel, xs=(="")s(x¢,v)=:0(x4,v);
2 - intorni aperti W in R~ dipy, Vin R"dips, U={r € A:xy €W, 2, €V} ~W x V,
e una funzione ¢ = (¢, ..., ¢p) : W =V, x5 = ¢(z¢), CK, Grafp ~ U N L:

a-0(p) = per b0 CK, c-UNL ~ Graf é: [a, € W, 2 = p(20)] & [f(x) = f(p), x € U
d- detgxs (x) # 0 per x € U, ovvero J®f(x) ¢ invertibile, e per 1 < j < M —m la ¢ soddisfa il

—1
sistema di equazioni differenziali: %(xt) :gf,: (re) = = (ga{s <I>> g—i(x)

o(pt) =ps » per xy € W, g = ¢(xy).
Ciok Jo(e) = o) = = 7)) 15 () = - [ u <x>] I @), e U, 2= olw)
o, det.J*f(z) | 2 (2) | ()]
(ze) = Oy, () = = det Jsf(x)

Dimostrazione: Si segue lo schema usato nel primo teorema delle funzioni implicite.

'i N alraYou ka2l f:IQ i'i

(p) # 0, ovvero J®f(p) ¢ invertibile, esistono:

(1]

99y,

3:1:tj

Per Cramer:

2y € W, xg=0(xy).



ii - 1 - Si applica il teorema di invertibilita locale, in p, a

E:A-S R ™M x R™ ~ RM Z(2) = (24, f(2)), u=14, v=f(2).
- Ch si riduce al caso t1 = 1,...tyy-pn =M —m,s1 =M —m+1,...,s, = M: infatti la
permutazione delle coordinate in R, definita da Le, = et,, L < h <M —m, Le, = e,
1 < k <m, ¢ invertibile. Basta che x +— Z(Lx)) = F(x) abbia jacobiana J= - L invertibile:

F@) = ((ana) GRS~ 3 ey + 3 fi@henr s

- ¢io semplifica in quanto la matrice Jacobiana di F' si scrive agevolemente a blocchi usando
anche la notazione introdotta in FT 11, 12, (t=(1,...,M —m),s= (M —m+1,..., M)):
Id(M—m)x(M—m) O(M—m)Xm

JE(p) =
(JE@): | (JE(p)®
Poiche (JF(p))® = (%(}9)) , sie nel caso di matrici
—m 1<i, k<m
Td (g —m)x (M—m) ‘ O(rvi—m)xm
N pu—

Y

A B
con B, m x m, invertibile. Questo tipo di matrici sono invertibili, infatti:
- - le prime M — m colonne sono indipendenti, avendo come prime M — m componenti quelle
dei rispettivi vettori della base canonica di RM~—™:
- - e, in particolare, tali colonne, non sono nello spazio vettoriale generato dalle rimanenti, che
hanno le prime M — m componenti nulle, e sono anch’esse indipendenti essendo B invertibile.
- - Percio le colonne di AV sono globalmente indipendenti.
Osservazione: se B non fosse invertibile N' non avrebbe rango massimo e quindi non sarebbe
nemmeno essa invertibile.

- Per il teorema di invertibilita locale esiste un intorno aperto U’ in RM di p per cui = ristretta
ad U & un diffeomorfismo C*, ha immagine aperta in R¥~" x R™, e det J=(z) # 0 sux € U,
det of
e
9]

Si puo scegliere U C U del tipo U= E_l(W X ‘7), con W intorno aperto in RM=™ di p, e 1%
intorno aperto in R™ di f(p) e W x V. C Z(U").

- Quindi se 7 € U le sue coordinate x; = (Xtyy -, Tty,_,,) SONO In W. Infine:
a - direttamente dalla definizione f(Z7'(u,v)) = v, i.e. fo(Z)~! & la seconda proiezione,

b-ze€Ucon f(z)=vezelUeZ(x) = (2,v) ovvero z € U e 25 = (-1 (2¢,v))s = ¢4, 0).

() # 0, per x € U.

ii - 2 - Si consideri Pt : RM — RM~™  corrispondente alla proiezione ortogonale sul sot-

tospazio T' di RM generato dai vettori della base canonica Ctyy v Ciy: PP(T) = 24 =
(Teys s Ty ), € PP RM = R™, P3(1) = 2 = (g, . . ., Ts,, ), corrispondente alla proiezione
ortogonale sul sottospazio S di RM, ortogonale a T, generato dai rimanenti e, ..., e .

- Sia W’ = PY(U’' N L) € RM~™ corrispondente alla prima proiezione di U’ N L.

Osservazione: tale W’ ¢ un intorno aperto di py: pr € W’ e W’ & aperto in RM ™. Infatti,
essendo le prime M —m componenti di Z proprio Plx = x¢, W' = PY(U'NL) C RM~™ coincide
con la prima proiezione nel codominio di =Z(U'NL). Ma Z(U’'N L) ¢ I'intersezione nel codominio
delliperpiamo “orizzontale” {(u,v) € RM™™ x R™ : v = f(p)} con aperto Z(U’). In generale
I'intersezione di una aperto di RM~™ x R™ con un sottospazio affine, da un aperto relativo
alla distanza euclidea su esso indotta.

Quindi la prima proiezione di Z(U’ N L) & aperta in RM ™.

- Si definisce ¢(z) = ¢y, f(p)) = P3[E Y xe, f(p))] perzy € W, ¢ = PSoEflo(]dR‘A;[ij, f(p)).

In quanto restrizione ad un sottospazio di composizione di funzioni C'¥ lo ¢ anch’essa. In par-



- Si considerano:
V intorno aperto in R™ di ps e W intorno aperto in RM~™ di p; per cui W C ¢~ (V) e
{z:xe €W, 2s €V} CU’
(e.g. essendo U intorno aperto di p € sempre possibile trovare B intorno aperto di pg, V' intorno
aperto di ps, con {x : 1y € B, 15 € V} C U’ : si sceglie un qualsiasi W C ¢~}(V) N B intorno
aperto di py).
Sipone U ={x € RM .2, € W, 25 € V} ~W x V intorno aperto in R di p.
Per costruzione ¢ : W — V.
a-o(p) = P[E"(pe, f(p)] = P[E'ED)] = ps.
b - ¢ & CK perche restrizione della composizione di funzioni C¥.
c - Infatti:
Grafp = {(u,v) ERM ™ x R™: Jz €U, sy =ueW, zs=v=P(Eu, f(p)))} ~

~{zelU: flz)=flp)} =UNL.
d - Infine, per scelta di U, si ha che per ogni x € UNL, cioe x4 € W e x5 = ¢(x4), f(z) = f(p).
Derivando la relazione rispetto alle variabili zy per la regola della catena, con la notazione
introdotta nel pargrafo del differenziale tangenziale in F'T 12, si ha:

of (z) + of 00

== Om —m
0xy 0xs (@ 0x () M

(z) € invertibile per x € U. Da cui le formule desiderate.

sempre per scelta di U la matrice
Oxs

Osservazione: viceversa, dal teorema delle funzioni implicite direttamente si deduce il teorema
di invertibilita locale, applicandolo alla funzione di 2N varibili F': D C RN x RN — R" data
da F(z,y) = f(x)—y nellintorno del punto (p, f(p)) per il livello L = {(x,y) : F(x,y) = Ogn~ }.

F
Essendo J f(p) invertibile si ha che e calcolato in (p, f(p)) € di rango massimo. Quindi per il
x

teorema del Dini si possono esprimere le = in funzione delle y sul livello L intorno a (p, f(p)):
ma cio vuol dire invertire localmente f nell’intorno di p.



Teorema del rango 1 Sianop € A= A CRM, ¥ : A - R™ m > M, U € (CK(A))",
o,

K > 1, per cui det (p))7é0,1§i1<---<iM§m,eSiano1§j1<---<jm_M§m
k

gli m—M indici rimanenti (quelli delle variabili dipendenti), I = (iy,...,im), J = (J1, -+, Jm—n1)-

Vi sono: U intorno aperto di p, V' intorno aperto di ¥(p) in R™, r > 0, per cui
- S :UXBOporr,r) =V, Sz, 2) = U(@) +21e), + -+ Zmm€5,_ars

Y =B, + E7(V; + Idgm-smygm-n) & bigettiva CX | con inversa CK.

- Quindi ¥ = ¥+, 6Rm—1\/1> ristretta a U ha inversa Y : ImyV¥ — W, data dalle prime M
componenti della restrizione di ¥~} che & CE(V).
Ovvero X1 (U(x)) = (x,0gm-u): nelle coordinate (z, z) in R™ la ¥ & 'immersione canonica.
Teorema del rango 2 Siano pe A=A"CRM, U: A - R™ m > M, ¥ € (CK(A))" K > 1.
Se D,V ~JW¥(p) ha rango massimo, allora esistono intorni aperti:

UCAin RM di p, Vin R™ di U(p) per cui

i- J¥(x) ha rango massimo per ogni = = (x1,...,2y) € U,
- U). ¢ iniettiva, - ¥). ha inversa continua, - \If‘il(V) =U.
U
ii - Imz W corrisponde al grafico di una I" funzione C* di M variabili tra le coordinate vy, . . . Y,

in R™ a valori nello spazio ortogonale R™~™ C R™ individuato dalle rimanenti m — M.
oV,
- Come variabili indipendenti ¢; = v, ..., cm = ¥i,, sisceglono quelle per cui det(a—h (p)) #0:
Tk

- U(x) ~ (Uy(x), (U;(2))). Quindi ImzP & una sottovarietd M dimensionale C* di R™.
iii - Si puo pertanto definire il piano tangente M dimensionale in ¥(p) a Im;W.
- Esso coincide con il piano M dimensionale in R™ dato da ImD,¥ + ¥ (p), ovvero

v v
- in forma parametrica ¥(p) + JU(p)z = ¥(p) + xlg—(p) + -+ xMaa—(p) con z € RM.
L1 TM

Dimostrazione di 1: Si tratta semplicemente di applicare il teorema di invertibilita locale a
YIAXR™M S R™ ., N(n,2) = U(x) 4+ z1€j, + 2o m€y s
quindi va mostrato che la sua matrice Jacobiana, m x m, in (p, 6Rm—lw), e invertibile.

- Analogamente a quanto fatto per la dimostrazione del teorema delle funzioni implicite ci si

riduce al caso iy = 1,...,ipy = M,j1 = M +1,..., j—y = m: infatti la permutazione delle

coordinate In R™, definita da L(e;,) = e, 1 < h < M, L(ej,) = e, 1 <k <m—»M, ¢

invertibile. Basta mostrare che (z,2) — L(X(x, z)) = F(x, z) ha jacobiana LJY invertibile:
F(z,z) = U (x)er + -+ Vi (@)en + (), (@) + 21)enrsr + -+ + (V0 (@) + 2Zm—nr)€m-

- Cio semplifica in quanto la matrice Jacobiana di F' si scrive agevolemente a blocchi usando

anche la notazione introdotta in FT 11 (I = (i1,...,inm), J = (J1, -+, Jm—m)):
JY(p)

007 x (m—nr)

JF(p, GRM—NI) =
JW s (p) Id (- nryx (m—1)

8\Ifih . . o A ‘ OMX(me)

(p)) , si & nel caso di matrici N = :

Dsi 1<h, k=M B | Idm—rryx (m—m)

con A, M x M, invertibile. Questo tipo di matrici sono invertibili, infatti:

- - le prime M colonne sono indipendenti, essendolo quelle di A, invertibile;

- - e, poiche in particolare le colonne di A sono non nulle, le prime M colonne non sono nello

spazio vettoriale generato dalle rimanenti, che sono gli ultimi m — M vettori della base canonica

anch’esse indipendenti. Pertanto le colonne di N sono globalmente indipendenti.

Poiche J¥; = (

Osservazione: JY(z, z) ¢ invertibile se e solo se JU () lo e.

- Per il teorema di invertibilita locale esiste un intorno aperto  in RM x R™M di (p, (_)'Rme)
per cui ¥ ristretta ad € ha immagine aperta, ¢ un diffeomorfismo C*, trasforma aperti in



Si puo scegliere Q del tipo Q = U x B™ M (0gm-wm,r) con U intorno aperto in R¥=™ di p,
r > 0. Si pone V = ImgX aperto in R™.

- Le prime M componenti della restrizione di ¥~*

I'inversa di W ristretta a U.
Cioe detta @Q* la funzione lineare da RM x R™ M su RM che da le prime M coordinate
Q*(z, z) = x (corrispondente alla proiezione ortogonale in R™, identificato con RM x R™ M sul

sottospazio dei primi M vettori della base canonica): (¥,) " =Q"(X7")),, :<(E*1)hmﬂ> ,
1M

a Imy¥ = Img,, {GmeI}E danno quindi

Dimnostrazioni di 2.

Osservazione: - una dimostrazione del secondo teorema del rango si fa in modo diretto,
indipendentemente dal primo teorema e dal teorema delle funzioni implicite, seguendo lo schema
del teorema del rango “baby”, F'T 6, per sostegni di curve regolari, e piuttosto scomponendo il
codominio di W. Il teorema di invertibilita locale viene qui usato al posto del fatto che funzioni
di una variabile con derivata continua mai nulla su un intervallo sono ivi monotone, quindi
invertibili. Cio permette di analizzare direttamente la costruzione della funzione I' il cui grafico
corrisponde all’immagine locale di W.

Notazioni: si pone I = (iy,...,inp), J = (j1,- -, Jm—n). Come in FT 11, con Ej, 5, (matrice
di proiezione R® — R"), EM-" (matrice di immersione R — R"), 1 < h;y...h, < n, si
intendono le matrici, rispettivamente » x n ed n x r, ottenute dalla matrice identica Id,,x,,
considerando solo le righe, rispettivamente le colonne, corrispondenti agli indici specificati.
Sia P = P¢ la proiezione ortogonale sul sottospazio C' di R™ generato dagli elementi ey, ..., eR",
con matrice n x n associata nella base canonica E'Ey, cfr. FT 11. Siricorda che E;E'= Idasays.
Sia PL = P%" la proiezione ortogonale sull’ortogonale C in R™ di C, generato dai rimanenti

elementi della base canonica: ej,,...,e; _,,, con matrice associata nella base canonica E7FE}.
Prima dimostrazione di 2: - Per ipotesi det JU;(p) = det a—(p) # 0.

Tk
Considerando Er(cie;, + -+ + careiy, ) = t(cl, ..., cyr) Visomorfismo ovvio, tra C € R™ e RM,

si applica il teorema di inversione locale a Wy = ErV ~ PV € C'.
Quindi vi sono intorni aperti U in RM di p, e W di ¥;(p) in RM tra i quali ¥; & un diffeo-

morfismo QK . Quindi anche PU = E!U;, ristetta a U ¢ invertibile con inversa definita su
W' =: E'W C C, intorno in C di P¥(p).

- Sia quindi © = (P\If‘ﬁ)_l W' C T — U la sua inversa:
(%) U, (0)=c, y=ce,+- - +cye, =FEceW.

Essendo v = Pv + P*v per ogni v € R™ si ha:
Vo (PU) " = PUo (PU) "+ PG (PY ) =1de),, + P (P ) ", ciod
V(PO Uy) = y + EIU(PY)(y), ye W CC, quindi
Imz W corrisponde al grafico della funzione, CEin (c1,...,cn):

1
L= U0y W CRM 5 R™M,
&7

<Volendo esplicitare in coordinate, per y = Flc = cie;, + -+ + cyeiy, = PU(s) € W/, s € U:
(%) Yie = 0, W5(5) = 3 (O(y)) = T, (O(cres, + -+ cureqy,)) = V5 (O(E0)),
da (x) e (+x): W(s) = cieyy + - +cmeiy, + V5, (O(EC))ej, + -+ ¥, (O(Ee))e;, .,
cioe Imy W corrisponde al grafico di T'(c) = (¥, (O(E'c)),...,¥; ,,(O(Ec)), c¢€ W)

Osservazione: il teorema di invertibilita locale si deduce subito dal secondo teorema del rango:

U(z) = (2, f(2)) = (2,9), ¥ : RY = RY x RV, det% # 0, quindi ImV¥ = Graf z(y).



Seconda dimostrazione di 2: - il secondo teorema si puo vedere come prosecuzione del primo,
scomponendo il dominio di ¥ ed usando il teorema del Dini vettoriale per X~ '. Per comodita
si indica B(Ogm-a,r) semplicemente con B.

- Sia Q% la funzione lineare da RM x R™ M su R™ M che da le ultime m — M coordinate
Q*(x,2) = z (identificando RM x R™™ con R™, corrisponde alla proiezione ortogonale in R™
sul sottospazio degli ultimi m — M vettori della base canonica).

Quindi, con la notazione introdotta in FT 11, Q*X~' = (¥71),,.; . Si ha:
Imy¥ = {y € Imyxp™: Spty 0 (y) = Ogm-n} =: L.
infatti Imy ¥ = ImUX{a }2 C L per definizione di X.
Viceversa se y € Imy X, per qualche (z, 2) € U x B si ha y = ¥(z, z). Quindi QX" (y) = 2.
Se poi Q*Y 7 (y) = Opm-u sard z = Ogm-ar, percid y = X(x, Ogm-ar) = ¥(z).

- La funzione X3/, . : ImpyysX — R™™M ha differenziale di rango massimo m — M nei punti
di V. Piu precisamente usando le notazioni introdotte in FT 11 e nel paragrafo sul differenziale
tangenziale in FT 12, posto J = (J1,. ., Jm-n),

0%;/ e
e = () = QST = QIS = (8 el = (T2

Yy
e invertibile calcolato nei punti di Im>=V essendo sottomatrice di [J 20271] !

- Concludendo per il teorema del Dini vi € un intorno aperto V CVdi U(p) del tipo
V={y: Wi+ i) € w, (Yjrs - Yjoa) € B} ~ W x B, con W C U;(U)e B intorni
aperti rispettivamente in R™ di ¥;(p), e in R™ M di ¥ (p) , per cui Imy¥ N V corrisponde
al grafico di una funzione I' : W — E, C* nelle variabili y;,,...,y;,, a valori nello spazio
ortogonale individuato dalle rimanenti y;,,...,y;, ,,. Si pone quindi U= \If"Ul(v) CcU.
Osservazione: ripetendo 'argomento per ogni x € U, l'intero Imy W corrisponde all’'unione

di grafici disgiunti su aperti, di funzioni C* nelle variabili y;,,...,y;,, a valori nello spazio
ortogonale individuato dallle rimanenti coordinate y;,, ..., ¥, -



Notazione: - per s = (s1,...,8,) E N, 1 <5 < +-- <5, < M, t = (t1,...,ty_,) € NM77,
1<ty <<ty <M, con{sy,...,8,t1,....tarv} ={1,..., M}, si pone per z € RM:
Ts = (Tg,. .., Ts) ER™ wy = (w4, ..., 14, ) € RMT™.

-Per I=(iq, ... yir)y J=(J1, oy Jmer)y 1 <1 <++- <@ <m, 1<j1 <+ <Jmp<m,{1,...,m} =
{ivs oot gt Jmer 5 Y ER™ yr = Wiy -5 0.) ERS yp=vs= (Y5, -+, Yj,) ERTT.
Teorema del rango costante siano A: A=A CRM -R™, C¥(A), K > 1,pe A.

1) - Se D, A ha rango costante r per ogni x € A vi & U intorno aperto di p,

--UN{z: A(z) = v}, v € ImyA, corrispondono a grafici di funzioni di M — r variabili in R",
- - Imy/A corrisponde ad un grafico di funzione di r variabili in R™~".

- - Precisamente se Z ¢ un addendo diretto di ImD,A vi sono V aperto di RM, H : U — V
diffeomorfismo C*, T : ImyD,A = Z, C: A(H Y (c)) = (DyA)c+ r ((Dy,A)e), c eV,

A m
2) - In coordinate: se inoltre %(p) = J3A(p) = ER" JA(p)(ER")® & invertibile
IS

oves~1<s1 <+ <5 <M I ~1<i <---<i.<m,eirispettivi rimanenti indici

t~ 1<t < <ty SMJ~1< 51 < < Jmer <M,

posto L = {z € A: A(xz) = A(p)}, esistono intorni aperti

“WinR d Ar(p), Q in R di Aj(p), V:{y:erW, yJGQ}NWX Q, Uin RM di p;
Win RM " dip, VinR dips, U={x€A:a, €W, 2, € V} ~ W x V di p, per cui

0A]

- det 5 (z) # 0 per z € UNU, ovvero JA(z) & invertibile,
x

- Immagine:

- Imy A corrisponde al grafico di una funzione C* delle r variabili y;,, . .. y;, di R™ a valori nello
spazio R™™" individuato dalle rimanenti: [(y7,y,) € W x Q, y; = [(y/)] < [y € ImA N V].

- Si puo pertanto definire il piano tangente r dimensionale in A(p) a ImgA.

- Esso coincide con il piano r dimensionale in R™ dato da ImDyA + A(p), ovvero

- in forma parametrica A(p) + J°A(p)s = A(p) + SISA (p)+---+s (?A
.Tsl l’z’T

- Premmagine: vi & una funzione ¢ = (¢1,...,¢p) : W =V, x5 = ¢(xy), Grafe ~ U N L:

a-o(py) =ps, b-peCE, c-UNL ~ Graf ¢: [y € W, 25 = ¢(21)] & [A(x) = A(p), 2 € U]

d - pertanto si puo definire il piano (M — r) dimensionale tangente a U N L in p, che &

p+KerD,A; di equazioni: (x —p)-VA(p) = (0,...,0)s vore , cioe JA;(p)(z—p) = Ogr, i.e.

(21 —pl)ﬁ(p) +oe o (T — par) 5

) 0x1 IA 8ZEM IA

(21 = p1) 5 (P) + -+ (onr = pa) 5 —
x1

(p) con s € R".

(p) = Or-, pilt esplicitamente

~(p) =0

QmM

8Air 6A7,T o
\ (1 —p1) 9z (p) +-+ (zm _pM)axM(p) =0

Esplicitando la parte relativa all'immagine si ha I'immediato corollario

Dipendenza funzionale: A: A= A CRM — R™ CK(A), K >1,pe A.

- Se JA(z) ha rango costante r per ogni x € A allora esiste
G1(A(x),...,An(z)) =0

G:V— R CK D,G di rango massimo per cui : ,xeld
Gm—r(A1(2), ..., Ap(z)) =0

(p) JA(p) = ER" JA(p)(ER™)® & invertibile, vi &

! Aj (x) = T (A (2), ..., A (7))
L:W—Q CK percuiq : , T€U, (G(y) = yJ—F(yI)).




Dimostrazione: si prova direttamente 2). Si compone A con due permutazioni di coordinate:

A in RM porta le prime 7 coordinate nei posti s; ...s,, le rimanenti ordinatamente nei posti
1...ty—r, Bin R™ porta quelle di posto ¢; ..., ordinatamente nei primi r posti, e le le rima-
nenti ordinatamente negli ultimi m—r posti (A = (ERM)Sl“'ST(ERM)L,_T%—(ERM)tl"'tM—T(ERM)TH,__M,
B = (BR")r(ERY)y, g, + (BRT)H(ERT) ) ,

si ha: BoAoA:RM ~R" x RM 5 R™ ~R" x R™,

Jc | dc

F =: BoAoA, F(s,t) = (c(s,t),2(s,t)), JF =

ha sempre differenziale di rango r ed in (a, b) = (ps, pt) ha det%(a, b) # 0. Per continuita delle
s

derivate puo supporre che cio accada in un intorno di ¢q. Se ’asserto si prova per F', essendo
JF = BJAA, lo si ottiene permutando le coordinate per A.

oc oc
s ot

- Immagine- Sia Z(s,t) = (c(s,t),t) : R"xRM™" — R"xRM~" J= =
Omr—ryxr | Ld(ar—ryx(ar—r)

() () 5
che ha inversa (JZ)™! = Os Os ot_| Quindi = e localmente invertibile da

O(M r)Xr [dM r)X(M—r)
un intorno aperto D’ di (a,b) e un intorno aperto E' = F' x G’ di Z(a,b), ove F’ & intorno
aperto di ¢(a,b) e G’ di b. Si noti che [esiste s : (s,t) € D' <t € G'.
Inoltre Z|p & un diffeomorfismo CX. Si indichi con ® : B/ = F' x G' — D', ®(u,v) =
(o(u,v), 7(u,v)), 'inversa della sua restrizione a D’. Si ha
®(u,v) = (o(u,v),v), e c(o(u,v),v) = u, ovvero o(Z(s,t)) = o(c(s,t),t) = s, infatti :

(u,v) = Z(P(u,v)) = (c(a(u, v), 7(u,v)), 7(u, v)), e quindi 7(u, v) = v per cui ¢(o(u,v),v) = u

- La funzione Fo®(u,v) = ha jacobiana JF(®(u,v))J® =

= JF(®(u,v)) Au A — ds Os ot | _
0z | 0z
O(M*T’)Xr IdM r)X(M—r) % E O(M r)XT IdM r)x(M—r)
Idrxr ‘ 07"><(M—7")
_ d aZoq)_%a_a—i_%_o lt .
= 32 80‘ 82’ 8(7 82 s eve essere a'U = 88 a'U 8t = Uim—r)xr altrimentl

ds0u | 950 ot
J(Fo®) avrebbe rango r + 1 e poiche JF = J(Fo®)(J®)~! anche JF avrebbe rango r + 1.
- Percid zo®(u,v) = z(0(u,v),v)) = ['(u) non dipende da v: F(®(u,v)) = (u,I'(u)), F(s,t) =
(c(s,t),I(c(s,t))). In particolare Imp/F & un grafico di una funzione di r variabili a valori
in R™™". Ha piano tangente r dimensionale una cui base ¢ data dalle velocita per 7 = 0 dei

OF
cammini Y*(7) = F(a + 7e®" | b) € ImF, 1 < h < r: gli r vettori indipendenti a—(a, b).
Sh

- Preimmagine - Per (s, t)eD’ si ha F(s, t)=(u, v)=c(s, t)=u e D(u)=v]=o(u, t)=s e T'(u)=v].
Posto ¢(t) = o(c(a,b),t), t € G’ si considerano intorni aperti
H dia,e K'dib,con K C¢ '(H'),e Hx K' CD'.
Pertanto [(s,t) € H' x K', F(s,t) = F(a,b)] & [t € K', s

= ¢(t)]. Osservando inoltre
che [(s,t) € H x K', F(s,t) = F(a,b)] & [(s,t) € H x K', c(s,t)

= c(a,b)| si ottiene che



Versioni con notazione astratta

Sia i teoremi delle funzioni implicite che i teoremi del rango e del rango costante, si possono
rienunciare con notazione compatta non facendo ricorso alle coordinate, in forma che sembra
leggermente piu generale. Si enunciano i primi due casi, essendo il teorema del rango costante
gia enunciato in generalita nel terzo punto della sua prima parte 1).

- Fare a meno delle coordinate permette estendere la teoria a funzioni tra spazi normati com-
pleti, ove il concetto di coordinata non e facilmente generalizzabile.

- Nell’ambiente euclideo tali teoremi sono diretto corollario di quanto gia provato: si cambiano
linearmente le coordinate, cioe si compone la funzione con lineari.

-E pero interessante analizzare come la struttura delle dimostrazioni per i primi teoremi si
trasporti a questo altro tipo di enunciati.

- Per questi enunciati si ammettono le decomposizioni in somma diretta del dominio e del
codominio generali, non solo quelli con sottospazi coordinati.

- - Per esempio, per i teoremi del rango, al posto dei sottospazio generato da e;,,...,e€;,,
per cui Jf(p)i..i,, © un isomorfismo da RM | si considera un qualsiasi sottospazio H per cui,
detta P una qualsiasi proiezione lineare (P, = Idy, PP = P) su di esso, si abbia che
PoJf(p) : RM — H sia un isomorfismo;

al posto del sottospazio generato dai rimanenti versori della base e;,,...,e;, ,,, ortogonale al
precedente, come codominio della funzione il cui grafico localmente ¢ individuato dall'immagine
di W, si considera un qualsiasi sottospazio K per cui K N H = {6Rm} = KNImD,f.

Il grafico identificato non sarebbe cartesiano (rispetto alla base canonica di R™) ma “obliquo”
con “le verticali” parallele ad K. Si ricordano i concetti menzionati di algebra lineare:

Notazioni: - Uno spazio vettoriale X e somma diretta di suoi sottospazi X = U @V, se

X=U+VeUNV = {6X} Nel caso la proiezione su U parallela a V, PY = P, ¢ la

funzione lineare per cui PP = P, ImP = U, KerP = V| per cui anche PY|y = Id|y e

(x+V)NU = {PYx}.

- Notasi che, date due decomposizioni con un addendo V' comune, si ha PY P}Y = PV pertanto

PUlw : W — U e P¥|y : U — W sono una l'inversa dell’altra. Per il significato intuitivo si

pensi alle proiezioni, parallele ad un retta, su due rette incidenti con essa in un punto.

- EF = H ® K ¢ equivalente alle seguenti:

- - ogni e € E si scrive in modo unico come somma di un elemento h(e) € H ed uno k(e) € K:
e=h+kesee=h+kconheHekeKsihah=hek=k:

- - nel caso dimF < oco: dimH + dimK = dimFE, dimH N K = 0 (formula di dimensione);

--vie P =P:FE — H,lineare: PP =P, ImP = H, KerP = K, (per cui Idg = P# + PK).

Funzioni implicite versione astratta: siano f: ACRY =X - R™" =Y, M >m,pc€ A
aperto, fECK(A), K>1, L={x € A: f(z) — f(p) =0}, e D,f =: D con rango massimo m:

per ogni decomposizione X =T @ .S, per cui D ristretto a S & un isomorfismo con Y = ImD,
X =KerD @ S, posto P = PI proiezione su T parellela ad S, Py = P¥ = Idx — P, esistono:

1 - intorni aperti: Win T di P(p), VinY di f(p), U in X di p, per cui
E:U—-WxVCTxY, E(x) = (u,v) = (P(x), f(x)), & un diffeomorfismo CX,

a- f(E_i(u,v)):U, (u,v) EfW;X V, ie. fo=t corrisponde alla proiezione lineare su'Y

b- zeU, f(x)=v & ze€U, PSx=P5="Y(Px,v)=:¢(Px,0v);

2 - intorni aperti W in T di P(p), Vin S di PS(p), U ={z € A: P(x) e W, P5(x) € V} ~

W x Vin X di p, e una funzione ¢ = PSeZ1o(Idr, f(p)) : W — V, P¥(z) = ¢(P(x)) per cui

a-o(P(p))=P°(p)=p—P(p), b-peCF,

c-UNL~Graf: [ P(x) € W, P5(2) = 6(P(a))]  [f () = f(p), = € U]

Dpwo = — [DEf]7 DY,

d - DS f & invertibile per z € U, e { .
o~ TT T (D(\ — T/ DS (D))



Rango versione astratta: siano pe A=A CRM = X, UV : A 5 R" =Y, m > M,
U e (CK(A))",K > 1, e D,V =: D abbia rango massimo M:
per ogni decomposizione Y =C®Z, posto PS¢ = P, se PD ¢ un isomorfismo da X a C,
KerP= Z, PZ = Idy — P,
esistono intorni aperti: U in X dip, V in Y di ¥(p), B C Z in Z di Oy, per cui
1- YUXxBCXXxZ—=V, S(x,2) = ¥(zx)+ 2z &un diffcomorfismo CX su V;

- pertanto ¥ = X (‘, 62) ristretta a U & iniettiva, e la sua inversa da Imy¥ & CF, essendo

data dalla componente in X della restrizione di tale ¥ =1, funzione C¥(V);
ovvero X1 (¥(z)) = (x,02), immersione lineare canonica di X in X x Z;
esistono intorni aperti W C PU(U) in C di P¥(p), Qin Z di PZU(p),
WxQ~{y:PyeW, PPyeQ}=V CVinY di ¥(p),
W (V) =UCUin X dip per cui

2 -i- PoV ristretta ad U ¢ un omeomorfismo CK ad immagine aperta in C, con inversa O,
C¥. Quindi V ristretta ad U ¢ invertibile con inversa ©oP;
2ii - Imz W corrisponde al grafico, ascisse in C, ordinate in Z, della funzione CK:

['= PZ2oW0oO = (Idy — P)oVe® : W C C — Q C Z, nel senso che

U(z) =P(¥(z)) + ¥(z)— P(¥(x)) = P(¥(z)) + V(O(P(¥(x)))) — P(L(O(P(¥(x)))))
=P(¥(z)) + L(P(¥(x)))

2iii - Quindi ImzW ¢ una M varieta con piano tangente in W(p) dato da ¥(p) + ImD, V.



[B] per V.Barutello et al. Analisi mat. vol. 2;
[F] per N.Fusco et al. An.Mat. due;
[F'S] per N.Fusco et al. Elem. di An. Mat. due, versione semplificata.

[F'S] superfici bidimensionali pagg. 243-252, teorema del Dini e di invertibilita’ locale
pagg.265-287,;

[B] superfici bidimensionali pagg. 256-258, 287-289, 532-535 teorema del Dini per due
variabili pagg. 307-310, per tre variabili pagg. 324-330, per sistemi ed invertibilita’ locale
pagg. 365-369, 376, 378, 379,

[F] superfici bidimensionali pagg. 545-565, 577-579, teoremi del Dini e di invertibilita’ locale
pagg. 591-620, sottovarieta’ e loro piani tangenti pagg. 641-656.



