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FOGLIO DI TEORIA n. 17
SVILUPPI DI TAYLOR

DERIVATE DIREZIONALI ITERATE

Se v € R? & non nullo & definito {’operatore differenziale di derivazione rispetto a v, che associa
ad una funzione f di d variabili la sua eventuale derivata direzionale lungo v:

((3)7) @ = Ghw = =1 D =Py pzo

ov ov t—0 t dpv
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Se una funzione f e differenziabile in x si ha: %( z) = d.fv = (Vf(zx),v) = szg—xz(x)

et ) = (0 V) (o + ).

Si osserva che si ottiene un polinomio omogeneo di primo grado, cioe un funzione lineare

Se g(t) =: f(xz+tv) si ha per la regola della catena:  ¢'(t) =

omogenea, nelle variabili vy, ..., v, delle coordinate di v. Nel caso si usa la notazione:
Tovv, Hawywviw = 0w,

Se f e due volte differenziabile iterando questo tipo di derivata, e per v indipendente da z :

o (Of 0 [~ of ~ 0
g (a—> @) = 5, (Z ) T2 Zzax
cioe, denotando con H f(x) la matrice Hess&ana delle derlvate parz1ah seconde in x:

g(g_f) (1) = (v Hf@@p) = "o Hf(z)o.

Si osserva che si ottiene un polinomio omogeneo di secondo grado, cioe una quadrica omogenea
nelle d variabili vy, ..., vy che danno le coordinate di v.

. o 00 A 2
Si useranno quindi anche le notazioni: 000 (%> = 50 = (v-V)".

Se si definisce g(t) =: f(z + tv) si ha per la regola della catena:
2

Jg'(t) = ((%(%f) (x +tv) = %@—I—tv) = (v- V) f(x +tv).

o 0 o\" o
Iterando h volte si useranno le notazioni: — ... — = | =— = — = (v- V)h.

dv v ov ovh
Se si definisce g(t) =: f(z + tv) si ha per la regola della catena iterata h volte :

h h h
@(t) = ((%) f> (x +tv) = ﬁ(9c+tfu) = (w-V)"flz+tv), quindipert =0

dth 0 ovh
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(v- V)" f= (Ula o +- 4+ Ud@:cd> f=@-V) (; v; axi) ;v, (v-V) o
Anche in questo caso si ottiene un polinomio omogeneo di grado h, nelle d variabili vy, ..., v4

che danno le coordinate di v.

Per metter in evidenza la natura polinomiale, nelle coordinate della direzione, di queste derivate
direzionali successive conviene usare anche le notazioni relative ai multi-indici.



MULTINDICI

Un vettore p = (p1, ..., ps) € N? a componenti intere non negative, si dice d-multi-indice
La dimensione d si dice lunghezza del multi-indice.

Si dice peso o norma (¢ in effetti la norma I'):  |p| = Zpi.

Dati due multindici di egual lunghezza si scrive q < p pe; G <pr, - ,q <
Si definiscono: p!'=p! ... p4!, (p) = (p1> S (pd) , p<q,
q 41 4d

e per d variabili y = (y1,...,yq4) si pone yP =: yi* - ... yh".

LEMMA:(SViluppo multinomiale) Si considerino le variabili A = (Ay,..., Aq), per cui

d

<§:f1) A+ A)" =D (Ar+. A" A =D ST/PI-nfgd: hoYy ﬁiAP.

Gl Ip|=h Ip|=h

h
DIM. Il prodotto: (Z A, ) (Ay+---+ Ay) - ...k fattori--- - (A + ... Ag+)

per distributivita e commutativita € un polinomo omogeneo di grado h del tipo Z cpAP.
Ipl=h

Si tratta, fissato il multindice p = (pi1,...,pq) di lunghezza d e peso h, di calcolare ¢, cioe

di contare quante diverse scelte di addendi negli h fattori danno il monomio AP. Si tratta di

contare:

quante volte si sceglie: Ay in p; fattori, Ay in py fattori , ... Ay in py fattori.

h
Tale numero “di volte” ¢ appunto il coefficiente c, di AP nello sviluppo di (Zle Ai) )

h
Nell’ordine dato delle variabili: per A; si hanno ( ) scelte di p; fattori, quindi per A, ne

: h—p — + Pa— :
rimangono ( , per As br— D2 oo, per Agoq (pd ba 1), per Ay rimane una

Pd—1

2 Y2
h\ (h— h—p — _ h! h!
scelta di pg fattori. Ma ( ) ( p1> ( b pz) (pd + P 1) - = —
D1 P2 p3 Pd—1 pil-opa! p!

La relazione tra le derivate direzionali e i monomi e chiarita dalla seguenti convenzioni:
olpl olpl
DP — DP1pP2 DPd — - .
1 2 DY .
d OxP ot ... Ol
quindi la relazione con le derivate e i multi-indici € messa in evidenza da:

COROLLARIO: Qualora si possa scambiare I'ordine di derivazione si ha:

h h
h 0 0 1 0
(v-V)'=|lv—+ +v4=—| = h! E — vP—
0y 0xg p! OxP
Ipl=h

DIM. Posto A; = U%a piuttosto che il prodotto tra numeri si considera come prodotto
Diterazione successiva di due derivazioni, e come somma la somma delle due derivazioni. Cioe
si considerano le derivazioni come operatori linear: da funzioni a funzioni con il prodotto di
composizione di operatori e la somma data dalla linearita degli operatori. Si osserva che per
ipotesi le derivate commutano e per linearita si distribuiscono sulla somme. L’asserto segue

dallo sviluppo multinomiale. Equivalentemente
d d

6hf(w +tv) = (v V) ) = D Y L(xoﬂv) o
8vh i1 " 83;'“ awzh i1 -+ - Uiy,

h
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Il differenziale di ordine h si definisce come il polinomio omogeneo di grado h nelle variabili
v, ..., vg dato da DU flv] = (v - V)" f(x).
IL TEOREMA DI TAYLOR PER FUNZIONI DI PIU VARIABILI

TEOREMA Sia f: Q — R, x° € Q aperto in R?, f € C*71(Q), e differenziabile k volte in
x? (le derivate parziali di ordine k — 1 differenziabili in x°). Allora

By
a- esiste un polinomio P(x) in xy, ... x4, di grado k, per cui F(x) )] 0
|X - Xo‘k x—x0
cioe f(x)=P(x) +o(|x —x""), per x—x°

b- Tale polinomio ¢ unico e coincide con Py (x) il polinomio di Taylor di grado k e centro x°:

k k

k h N [p|
Py(x) :Z% T ) =Y (x=x)9) @) = 3 S - x

I OxP
=0 pl=o P

0

L'identitd f(x) = Py(x) + o(|x — x°|*) si dice sviluppo di Taylor di ordine k e centro x°, e la

differenza f(x) — Py(x) errore all’ordine k nello sviluppo. Si ha

c- Se f ¢ una funzione d i classe C**! in € allora il k-simo resto di Taylor di centro x° per f
puo essere scritto nella forma

F) - Px) = 3 DR f(u)(x — x0)P,

|
pl=ht1 P

ove u ¢ un punto del segmento di estremi x° e x

OSSERVAZIONE e Come osservato inizialmente riguardo alle derivate direzionali seconde:
(v-VRF) = (v HFOW) = v ().
Pertanto i polinomi di Taylor del secondo ordine si scrivono:
1
Py(x) = f(x) + (x=x") - VI(x") + 5(x=x")- Hf(x")(x =x") =
of of

= SO+ (=2 g =)+ (a - g) 5= (30) +
d d
+ % ((Il — 1’?)25_&{%()(0) 4+ ... (l‘d — xS)Q%(XO)) + lz:; ;(I‘Z — {L‘?)(l‘] — f?) 852-26{5-]. (XO)

e L’unicita del polinomio di Taylor e, tra l’altro, utile nella pratica per ricavare polinomi di
Taylor di funzioni di piu variabili, da quelli notevoli di funzioni di una variabile, dalle quali
sono ottenute le prime per composizione.

e Dal polinomio di Taylor di centro x° e grado k, altrimenti calcolato, si possono quindi
h

ottenere, per |p| < k, le derivate parziali (x°) moltiplicando per p! il coefficiente del

oxP
monomio (x — x°)P.
DIM - Si mostra l'unicita a priori . Dati due polinomi P e @), in d variabili di grado k, con

tale proprieta di approssimazione per f, il polinomio R = P— (@), R(x) = Z cp(x—x")P, di

p:|p[<k
R(x)
x— X
grado k di una variabile r(t) = R(x’ 4+ vt) = Z th Z cpvP ¢ o(t*) per t — 0. Pertanto
1<h<k  p:|p|=h

grado minore o eguale a k, verifica: — 0, x — x°. Fissato v, il polinomio di

ha coefficienti Sy (v) =: Z cpvP (polinomi in v) che calcolano la funzione nulla e quindi R

b lpl=h



calcola la funzione nulla. Per ottenere che i coefficienti ¢, di R sono nulli, lo si mostra per
Sp(v) per induzione sul numero di variabili.

- Si mostra che il polinomio di Taylor soddisfa la proprieta di approssimazione.

30
Sia g(t) = f(x°+tv). Per x # x” si pone v = TE o |x—x|. Pertanto f(x) = f(x"+tv).

|x — x°f’
Se per tali t e v si usa lo sviluppo usuale di g(¢) int =0: f(x°+tv) =g(t) =

= g(0)+g’(0)t+...%gk(O)tk—H—)(tk) = f(X)+(v- V) F(xO)t+-- +;, (v - V)" f(xO)t*+a(tF) -
£ = FOO) + (x = %) VFO) 4 o (6= x7) - 9) F(=0) + 01— X))

con resto 0 a priori dipendente dalla direzione v, ovvero da x oltre che da x° e t = |x — xY|, in
quanto g dipende da sia da x° che da x. Per I'indipendenza dalla direzione v dell’andamento
asintotico, per x — x°, di 0, si usa la definizione di Frechet differenzaibilita in x° delle derivate
di ordine k£ — 1. Poiche la differenza tra f(x) e il polinomio ha tutte le derivate parziali sino
all’ordine k nulle in x° ci si riconduce a provare il seguente:

LEMMA Se ¢ ¢ C*1(Q) con derivate parziali di ordine k — 1 differenziabili in x°; e tutte le
derivate parziali sino all’ordine k sono nulle in x° allora  (x) = o(|x — x°|¥).

Per £k = 1 ¢ la definizone di differenziabilita di ¢. Come sopra, con le stesse notazioni, si
considera lo sviluppo di Taylor di ¢(x° + tv) di ordine k — 2 con resto di Lagrange tenendo
presente che tutte le derivate sono nulle in x°, vi ¢ 6 con |0| < |¢]:

(00 = Pl +1v) = s (v D) 7l 0v) = |p|§];_1v*’887f<x0 ov) =

per differenziabilita in x° delle derivate di ordine k& — 1, indipendemente da v e considerando

che 0(19!) & o(lt])
- Z vP Y <9v, — 0)+o(|t|)) Z vP Y ot = o)
Ip|=k—1 1<i<d

|p\ k—1 1<i<d
c- Se f € C"CH(Q) si ha la seguente dimostrazione, che mdlpendente dalla precedente, prova
anche la proprieta di approssimazione del polinomio di Taylor di ordine &k + 1.

_ 40
e £ = P X0 Pertanto f(x) = Fx 4 v). Sia g(1) = fO< + ).
X —X
Usando il resto di Lagrange dello sviluppo di ordine k£ di g vi e 7 tra 0 e ¢t per cui:
1
f(x) = f(x"+tv) = g(t) = g(0) + ¢'(0)t + . .. Eg(k)(())tk T (b+1) () ght1 —

Sia x # x", v =

19

(k+1)!
1
= [O) oy (=) V)* (0 + CES] (x=x%) - V)" x4+ 7v).
Per i teoremi di Schwarz e multinomiale si ha ohit
((x—x")- v))kﬂ f&+7v) = (k+ 1) | lZ];H % axpf x" +7v) (x —x°)P. Cio
p =
conclude la dimostrazione con u = x° + 7v.  Proseguendo si ha, come sopra scritto, una

dimostrazione meno riposta della proprieta di approssimazione del polinomio di Taylor di
grado k + 1 nell’ipotesi pin forte f € C*1(Q):

A A O e A L T o

p! OxP p! OxP
Ip|=k-+1 Ip[=k+1 0 0
P —0, perx—x’,
1 |oktt oF+1 x — x0)P
infatti tale rapporto € minore uguale a: Z ol 8xpf( N — 8xpf (x" + 7v) w,

Ip|=k-+1
e il primo e il terzo fattore di ogni addendo son limitati, mentre il secondo fattore ¢ infinitesimo
per x — x" grazie all'ipotesi di continuita delle derivate parziali di ordine k + 1 di f poiche
lTv| <t =|x—x".



[B] per V.Barutello et al. Analisi mat. vol. 2;
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[F'S] pagg. 71-73 (secondo ordine in due variabili), pag. 85 (secondo ordine in piu’ variabili);
[B] pag. 295 (secondo ordine in due variabili), pagg.360-362;

[F] pagg.159-165.



