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FOGLIO DI TEORIA n. 18
PROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE E ANALISI DEI PUNTI STAZIONARI

SCHEMA
I°1: NOZIONI DI BASE

Ottimizzazione: valori estremali, successioni minimizzanti, valori di massimo e valori di
minimo, punti estremali.

Studio locale: valori estremali relativi, punti di massimo e punti di minimo reltivo.

I°2: OTTIMIZZAZIONE : CRITERI DI ESISTENZA
Il teorema di Weiestrass.

e : OTTIMIZZAZIONE : METODI DIRETTI
Strategie ed esempi.

1. : OTTIMIZZAZIONE : METODI INDIRETTI

Protocollo generale:
1) esistenza
2.1) elenco punti degli elementi del dominio che soddisfano le condizioni necessarie,
2.2) elenco degli elementi per cui non ha senso verificare tali condizioni necessarie
3) valutazione della funzione negli elementi dei precedenti “elenchi”:
il massimo [minimo] tra questi valori sara il massimo [minimo| su tutto il dominio

A) condizioni differenziali necessarie per punti interni.

A.1 condizioni necessarie del primo ordine. Punti stazionari.
A.2 condizioni necessarie del secondo ordine. Segnatura della matrice Hessiana in un
punto critico.

B) condizioni differenziali necessarie per punti interni di una varieta con bordo.

B.1.1 condizioni necessarie del primo ordine. Punti stazionari tangenziali.

B.1.2 condizioni necessarie del primo ordine. Moltiplicatori di Lagrange.

B.2 condizioni del secondo ordine. Segnatura, della matrice Hessiana della Lagrangiana
del moltiplicatore critico, sullo spazio tangente in un punto stazionario tangenziale.

C) condizioni necessarie del primo ordine per punti di frontiera regolari o di bordo.
C.1.1 Massimi e minimi relativi al bordo.
C.1.1 Segno delle derivate direzionali esterne.

- Protocollo per 'ottimizzazione usando le condizioni differenziali necessarie.

IVe: STUDIO LOCALE : CONDIZIONI DIFFERENZIALI SUFFICIENTI

A’) condizioni sufficienti per punti interni.
A’.1 condizioni sufficienti di estremalita locale. Punti stazionari con Hessiana stretta-
mente definita.
A’.2 condizioni sufficienti di estremalita locale. Punti stazionari con matrice Hessiana
definita in un intorno.
A’.3 condizioni sufficienti per punti di sella.

B’) condizioni sufficienti per punti stazionari tangenziali .
Segnatura stretta, della matrice Hessiana della Lagrangiana del moltiplicatore critico, sullo
spazio tangente in un punto stazionario tangenziale.



I°.1: NOZIONI DI BASE

Ottimizzazione
Valori estremali di una funzione f : E — R a valori reali su un insieme: estremo superiore
sup f =: supIm gf, estremo inferiore inf f =: inf Im gf.
E E

Osservazione: i valori estremali possono non essere valori della funzione sull’ insieme stesso.
Successioni massimizzanti e minimizzanti una successione x : N — FE si dice massimiz-
zante [minimizzante] per f su E se f(x,) —— supg f [f(x,) — infg f].

n—oo n—oo

Osservazione: ¢ fuorviante in generale pensare una successione “estremizzante” come succes-
sione convergente. Sinota che tale nozione ¢ data per un domino E e considerato come semplice
insieme, senza alcuna nozione di convergenza in e.

Valore di massimo e valore di minimo v = supy f [v = infg f] si dice

valore massimo [minimo| di f su E se

viep € E per cul f(z) =supg f [f(x) = infg f]; nel caso si scriverd maxg f [ming f].
Osservazione: il valore di massimo [minimo] di una funzione su un insieme ¢ unico.

Punti di massimo, punti di minimo: punti estremali i punti per cui cio avviene sono
detti punti di massimo [di minimo).

Osservazione: se p ¢ un punto di massimo [minimo] la successione costante z,, = p, n € N &
una particolare successione massimizzante [minimizzante].

Osservazione: i punti di massimo [minimo] posso essere piu d’ uno.

Studio locale
Punti di massimo relativo, punti di minimo relativo p € M ¢ un punto di
massimo [minimo| relativo di f su (M,d) se
vie U C M intorno in (M, d) di p per cui f(p) = maxy f rispettivamente [f(p) = mingy f] .
Si dicono stretti se f(p) # f(z) € U\ {p}.
I°.2: OTTIMIZZAZIONE : CRITERI DI ESISTENZA

Weiestrass astratto Se f: (M,d) — R e continua e (M,d) compatto, allora

f assume massimo su M e assume minimo su M.
Osservazione: in particolare f e limitata su M.
Per il teorema di Bolzano Weiestrass ( i sottoinsiemi di RY compatti per la convergenza
euclidea sono tutti e soli i sottoinsiemi chiusi e limitati per la distanza euclidea) si ha:
Weiestrass Se f: E C RY — R ¢ continua lungo E, E = E C B(Og~,7) per qualche 7 > 0
allora: f assume massimo su E e assume minimo su E.
Corollario: se f: A C RY — R ¢ semicontinua inferiormente lungo A = A" aperto di RV, e
vi e p € A per cui

liminf  f(z) > f(p), lim inf f(x) > f(p), allora [ assume minimo su E.
T€A, |z|g N —+00 zeA, dist(z,04)—0

I°: OTTIMIZZAZIONE : METODI DIRETTI

- Semplice uso di diseguaglianze e valutazione.
Esempio: f(z,y,z,w) = 2> +y* + 22 + w? E = {(x,y, 2,w) : zyzw = 1}.

-- f(n, %, LL)=n+ # +2 —— 400, (n, %, 1,1) € E, quindi: supg [ = 4oc.
n—oo

- -f(z,y, z,w) [Cauchy-Scharz] > 2y/2%+ 3222+ w? [C.-S.] > 2\2zyv2zw su E = 4,

f(1,1,1,1) =4, (1,1,1,1) € E, quindi: infg f = ming f = 4.

- Per il problema di massimo [minimo]: uso dei teoremi di esistenza, uso di algoritmi che ad
ogni passo aumentano [diminuiscono] il valore della funzione, riduzione dei candidati punti



estremali, valutazione ed eventuale confronto dei valori delle funzione sui diversi sottoinsiemi
a cui ci si e ristretti.

Esempio: f(p,q,r) =area del triangolo T'(p, q,r) nel piano, di vertici p, ¢ ed r su una circon-
ferenza unitaria: £ =S x S x S C R S =circonferenza unitaria di centro c.

--flp,p,p) =0,pe S, f>0, quindi: ming f = 0.
- - f & continua rispetto alle coordinate in R%, E & compatto, quindi: esiste maxg f:
i-se c € T(p,q,r), con ¢ € S intermedio tra p, r € S, e ¢ € S & il simmetrico di ¢ rispetto a
¢, allora f(p,q,r) > f(p,q,7) ece€T(p,q,r):

quindi: mgxf =max{f(p,q,7): (p,q,r) € E, c€T(p,q,r)}.
ii- se ¢ € T(p,q,r), con ¢ € S intermedio tra p, r € S, dist(p,q) # dist(q,r), e ¢ € S
e il punto di intersezione tra S e il semiasse perpendicolare al segmento [p;r] per ¢ allora
fp,d,r) > f(p,q,7) e dist(p,q) = dist(q’,r): quindi esistendo il massimo ¢ assunto sui
triangoli equilateri:

3
iii- se (p,q,r) € E con T(p, q,r) equilatero allora: mgxf = f(p,q,r) = 3\/?_'

Osservazione: nel secondo esempio ci si riduce ad una solo insieme di candidati punti di massimo
(i triangoli equilateri inscritti) con un “numero finito di riduzioni”. Inoltre su tale insieme la
funzione e costante.

Le mosse di riduzione potrebbero essere invece infinite dando origine a successione massimiz-
zante x,, n € N.

Andrebbero quindi confrontati tutti i limiti dei valori di f su tali successioni: lim f(z,). Il
n—oo

massimo tra questi e il valore massimo di f.
Avendo l'esistenza a priori si pud non badare all’esistenza del limite delle successioni (x,,),eN-

I1° : OTTIMIZZAZIONE : METODI INDIRETTI

Protocollo generale:
1) criteri di esistenza
2.1) elenco punti degli elementi del dominio che soddisfano le condizioni necessarie,

2.2) elenco degli elementi del dominio per cui non ha senso verificare tali condizioni
necessarie

3) valutazione della funzione negli elementi dei precedenti “elenchi”:
il massimo [minimo]| tra questi valori sara il massimo [minimo] su tutto il dominio
(avendo l'esistenza del valore massimo [minimo] della funzione).
A) Condizioni differenziali necessarie per punti interni

A.1 condizioni al primo ordine - Se f : E C RY — R, p € E’ punto interno di massimo

0 0
o minimo relativo di f, e per v € RY \ {Og~} esiste 8—f(p), allora: a—f(p) = 0.
v v
Dimostrazione: posto g(t) = f(p+1tv), [t| < ﬁdz’st(p, OF), si ha che t = 0 ¢ punto di massimo

flptto)=f(p) 0. t>0
[o minimo] relativo di g interno al segmento ove ¢ definita: 7

Pertanto 0 = ¢'(0) = %(p)

- Quindi se f & differenziabile si ha Vf(p) = Ogw.

t
f(p+tv)—f(p) )
%20’ t<0



Punti stazionari e valori stazionari: - se f : E C RY — R™, p € E si dice stazionario
(per m = 1 & detto anche critico) se f ¢ differenziabile in p e D, f = Opxn;

- se p & un punto stazionario di f il valore f(p) si dice valore stazionario (m = 1 critico).

A.2 condizioni al secondo ordine - Se f : E C RY — R, p € E punto interno di massimo

[minimo] relativo di f e per v € RM \ {Og~} esiste —=(p), allora: (p) <0[>0].

ov?
Dimostrazione: posto g(t) = f(p+tv), [t| < ﬁdist(p, OF), si ha che t = 0 ¢ punto di massimo

o°f o’f
ov?

[minimo] relativo di g interno al segmento ove ¢ definita. Considerando lo sviluppo di Taylor
al secondo ordine della funzione di una variabile g si ha:

0> [<] flp+tv) — f(p) = %%
02 f

Pertanto dividendo per #? e passando al limite per ¢ — 0: 0> [<] W(p)
v

(p) + o(t?).

- Quindi se f & C?(E") si ha che la matrice Hessiana H f(p) di f in p ¢ semidefinita positiva
2

[semidefinita negativa]: ‘vH f(p)v = %(p) < 0[> 0].

B) Condizioni differenziali necessarie per punti interni di varieta

B.1 condizioni al primo ordine su sottovarieta
B.1.1 condizioni al primo ordine - Se f : E C RY — R, E sottovarietd M dimensionale
CK, K > 1, ¢ € iE punto interno di massimo o minimo relativo di f in E, f definita in un
intorno U in R di ¢ e differenziabile ¢q. Allora:

- il gradiente tangenziale di f in ¢ lungo E & nullo: V¥ f(q) = Ogw,

- ciot la proiezione ortogonale di V f(q) sulla giacitura Tj, del tangente in ¢ ad £ ¢ Or,,

- cioe V f(q) € ortogonale a Ty,

- cioe, nel caso sia anche Vf(q) # Opw, il livello L={z € U : f(z) = f(¢)}
¢ tangente in ¢ a E: T D TP

Dimostrazione: - vi ¢ intorno W C U aperto in R™, un aperto A C R, e una funzione
UV: A ENWCRY, U =U(y),y=(y1,...ynm), bigettiva, continua, con inversa continua,
CE(A) con differenziale di rango massimo. Sia a € A per cui ¥(a) = ¢.

Per ipotesi di estremalita, a patto di rimpicciolire W, si puo inoltre assumere che ¢ sia di
massimo [minimo] di f su ENW.

- Quindi @ ¢ un punto di massimo [minimo] di fow, quindi V¥ (fo¥) = Ogum.

@ Vi) =0

RN

oV
- per la regola della catena Ogy = VY (fol) = VYU (a)V* f(q): cioe <

Ay
ov
- Ma 5 (a), 1 <i < M & una base di T,. Quindi V f(q) € ortogonale a T, e pertanto la sua

proiezioﬁe ortogonale su di esso ¢ nulla.

Punti stazionari e valori stazionari: - se f : E C RY — R™, E sottovarieta M dimen-
sionale CK, K > 1, p € iE si dice stazionario tangenziale o per m = 1 anche stazionario
tangenziale se f ¢ differenziabile in p e JE f(p) = Opxn;

- se p & un punto stazionario di f il valore f(p) si dice valore stazionario (critico) tangenziale.
B.1.2 moltiplicatori di Lagrange Spesso una F sottovarietd M dimensionale di RV si
presenta come luogo di zeri di una funzione g = (g1,...,9n_n), con differenziale di rango
massimo. Conviene formulare la nozione di punto stazionario tangenziale in termini dei Vg,
1 < j < N — M che sono una base dell’ortogonale della giacitura del tangente ad F in ¢ .



Siano ¢ € RN, W suo intorno, g : W — RN"M 1 f: W — R,
gl)=he E={recW: g(z)=h}
si definisce la funzione Lagrangiana £ : W x R¥N"M & R
[’(ma )‘7h) = £($7 )‘) = f(l’) - <(g(£) - h) ) A)RN—M-

Se: i- f e differenziabile in ¢ lungo F,

ii- Jg(q) ha rango massimo N — M,
allora sono equivalenti

i’- q e punto stazionario tangenziale di f lungo F,

ii- vie A € R¥Y"M per cui (¢, \) ¢ punto stazionario di £ nel complesso delle variabili (z, \),

i’ - vi e A € RV per cui (¢, \) & soluzione del sistema di Lagrange:

Jf(x) = J{g(z)-A) zeW

glz) = h reW
(@) =M@+ A (2) seW
o (@) = NG () e A TGt (@) e W
OVVero SLﬁ
91(z) =y reW
gv_m(z) = AN zeW

Vf(l’) = )\1V91(l’) + -+ /\N_MVgN_M<CL’) = Vg([t))\ zeW
cioe

glz) =h reW
Dimostarzione: che ii’ sia equivalente a iii’ si ha dalla linearita delle derivazioni:
gfi :g£—<§i-)\>, lgign,eg—szgj—hj, 1<j<N-—M.
Per vedere che i’ € equivalente a iii’ nella sua ultima formulazione: V f(q) (ipotesi i) ¢ ortogonale
al tangente in ¢ ad E (esiste per il teorema delle funzioni implicite per ii) se e solo se e
combinzazione lineare dei Vg;(¢), 1 < j < N —M: base (ipotesi ii) dell’'ortogonale al tangente.
Osservazione: significato dei moltiplicatori. Se inoltre f, g sono funzioni C?, e la matrice
Hessiana di £(x, A\, h) & non singolare si ha la seguente interpretazione dei moltiplicatori come
derivate, rispetto ai valori del vincolo, dei valori stazionari tangenziali.

Infatti (g, A) risolve il sistema di Lagrange SL;: & nel luogo di zeri di
Ga. M\ h) = (Vf(z) = Vig(e) - N g(@) = h) : W x RY M x RV RY x RY . In

un intorno di (¢, A, h) sono soddisfatte le ipotesi del teorema del Dini dal minore dato da

. Si ottiene che vi & un intorno V di A e un intorno U di (g, A) per cui:
8(1’1 e Z‘N>\q e )\N—m)

per ogni A € V vi & un’unica soluzione C*, (x(h), A(h)) di SLj;, con la condizione aggiuntiva
(z,\) € U. Inoltre h — (x(h),\(h)) & C'. Derivando rispetto alle h;, 1 < j < N — M,
il valore f(z, ), dalla regola della catena e per la condizione g(xz(h)) = h in SLj, per cui

V" (gox)(h) = Idn_prxn—, Si ottiene:
of(x(h))



B.2 condizioni al secondo ordine Siano ¢ € RY, W suo intorno, g : W — R¥ "™ (C? con

differenziale di rango massimo in ¢, f: W = R, C?, glq) =he E={x ¢ W: g(z) = h}.

Se q & punto di minimo [ massimo/ relativo di f in E, se A ¢ un moltiplicatore ad esso associato,

detta H, la matrice Hessiana in ¢ di L(z) = L(z, ), e detta P = PF la proiezione ortogonale

sulla giacitura Tf (‘P=P PP=P,ImP = TqE)dello spazio tangente ad F in ¢, si ha:
PH,P ¢ semidefinita positiva [negativa/.

Dimostrazione: sia ¢ punto di minimo relativo. Si tratta di usare, grazie al teorema del Dini,
come per la condizione necessaria del primo ordine, una carta locale (¥, A) A C RM ¥(a) = ¢,
per descrive un intorno di ¢ sul vincolo E. Quindi imporre le condizioni necessarie del secondo
ordine sulla matrice Hessiana di fo¥, considernado che V f(q) = Vg(q)\:

Pfv ov oy rv
e = - <(Hf)(\lf(y))8yk 8yj> n < o <w><\p<y>>>

valutando per y = a:

92 foll < ov 8\11> < _ 00 >
—{(Hf(@)=— —) + {Vg(g)r-
ayjayk(a) f(q) e By, 9(q) Fy;09%

Derivando due volte il sistema g(1/(y)) = h si ottiene anche

ov 8\I/>

<<Hgi><\v<y>>8—yk-a—yj <v<gi><w<y>> Al > C 0. 1<i<N_M

OY;0Yx
valutando in y = a e sostituento nella precedente eguaglianza

ol _ Ty 28 oY/, 0V oY
S8 = (s - mte W) G50y = (Hgr- 20

ov
essendo —, 1 < 5 < N — M una base del tangente, cio comporta che H, ¢ semidefinita

ayj ’

positiva [semidefinita negativa] sul tangente e quindi per ogni w € RY:

( PH,Pw-w) > 0.
C) Condizioni differenziali necessarie per punti di frontiera e bordo

Cl.1 Se f : E C R — R, differenziabile in p € iF, F C OF varieta, punto di massimo
[minimo] relativo di f, allora ¢ & un punto stazionario tangenziale di f lungo F.

C1.2 Se f: AC RN — R, A aperto, f differenziabile in p € A, punto C' regolare per A e

punto di massimo [minimo| relativo di f, allora per ogni v € RN \ {Og~} esterno ad A in p:
of
O

Dimostrazione: per definizione vi ¢ W intorno di p e una g funzione C'(U) a valori reali,
Vg # 0, per cui:

(p) = 0] < 0.

WnNoA={x:g(x)=0}, WnNA={xeW:gx)<O0}.

Vg(p)

Ora
IVa(p)| ,
w tangente a JA in p.

=: v ¢ la normale esterna ad A in p, quindi (v-v) >0, v=a*v+wcona #0e



of

Si ha quindi, essendo p punto critico tangenziale per 0A, che ——(p) = 0:

ow
of 2 Of 0] 2 O0f of
— — . —_— > ().
” (p)=a V(p) + w(p) =a V(p) Basta mostrare che V(p) 0

Ora per t > 0 si ha g(p — tv) = g(p) — %(p)t +o(t) = —|Vyg(p)|t + o(t). Quindi per ¢ > 0

abbastanza piccolo g(p — tr) < 0 cioe p — tv € A.
Quindi per ¢ > 0 piccolo ha senso calcolare f(p — tv) che ha t = 0 come punto di massimo
locale: quindi

b= ty)t_ /() > 0 ,passando al limite per t — 0" g—f
— v

Osservazione: - la condizione piu forte %(p) > () per ogni v esterno in p, non e sufficiente per
avere un massimo relativo: f(z,y) =y —a3 p=(0,0), A= {(z,y) : y < 0}, Vf(0,0) = (0,1),
v ¢ esterno ad A in (0,0) se e solo se v = (a,b) con b > 0.

(p) > 0.

- Chiaramente, come ogni condizione necessaria, C1.2 puo essere usata in negativo per mostrare
che un punto non ¢ di massimo relativo.

C2 Se E e una sottovarieta con bordo, p € bE, f differenziabile in p, suo punto di massimo
[minimo | relativo su E, se v & un vettore tangente a E in p esterno non nullo, allora
of

()20 0]

Dimostrazione; ci si riconduce a C1.2 con carte locali.
Protocollo

1) ESISTENZA
2.1.1) ST TROVANO I PUNTI STAZIONARI INTERNI DEL DOMINIO

2.1.2) SI TROVANO I PUNTI STAZIONARI TANGENZIALI SU SOTTOINSIEMI
DEL DOMINIO CHE STANO VARIETA’

2.1.3) SI TROVANO I PUNTI OVE NON SONO SODDISFATTE LE IPOTESI

DELLE CONDIZIONI NECESSARIE:

- 1 punti ove la funzione da ottimizzare non e differenziabile

- e.¢.: 1 punti su insiemi di livello di funzioni ivi non differenziabili o con differenziale non
di rango massimo

3.1) CALCOLO DEI VALORI DELLA FUNZIONE NEI PUNTI DEI PRECEDENTI
ELENCHI

3.2) CONFRONTO DEI VALORI OTTENUTI
- il massimo tra questi e il valore massimo della funzione
- il minimo tra questi ¢ il valore minimo della funzione

Osservagione: per 2.1.2 tre metodi

- 0 si trova una parametrizzazione regolare esplicita del sottoinsieme che interessa e ci si
riconduce a 2.1.1 con meno variabili;

- o0 si esprime il sottoinsieme che interessa come luogo di zeri regolare e si usa il metodo dei
moltiplicator di Lagrange;

- 0 si esprime il sottoinsieme che interessa come luogo di zeri regolare e si usa direttamente
il teorema delle funzioni implicite riducendosi a 2.1.1 e calcolandole derivate delle funzioni
implicite.



IVe:. STUDIO LOCALE : CONDIZIONI DIFFERENZIALI SUFFICIENTI

A’) condizioni sufficienti per punti della parte interna

A’.1 stretta segnatura dell’Hessiana nel punto Se f & C?(W), W intorno di p in RN e
- p & un punto critico per f: Vf(p) = Orw,
- la matrice Hessiana di f in p e strettamente deﬁm’ta positiva [negatival:

ve RY\ {O0py} “WHf(p)v >0, Z

0 >0 |<0
axl(?x] PJuiL; [<0)

allora p € un punto di minimo [masszmo/ relativo stretto di f.

Dimostrazione: va studiato il segno di f(x) — f(p) per x abbastanza vicino a p.
- Si usa lo svilupo di Taylor in piu variabile del secondo ordine e centro p per f, tenendo

presente che p € un punto stazionario:
1

f@) = fp) = 5 (Hfp)(@ —p)-(z—p) + oflt =pf*), = —p
f(@) = f(p) 1< T —p x—p>
—r 2 = _(Hf : + o(l), z—p
lz—pf 2 ()!x—p! |z —p| )
- - I polinomio omogeneo di secondo grado (H f(p)v - v) & una funzione continua, quindi, per
il teorema di Weiestrass, assume valore minimo sulla sfera unitaria S¥~!(0g~,1) che & un
compatto. Per qualche w con |w|y = 1:
p=: min (Hf(p)v-v) = Hf(p)w-w) > 0.

vilv|y=1

In particolare <Hf(p) A > > > 0.
[z —pl |z —pl
- - - Concludendo si considera W intorno di p per cui per x € W si ha |o(1)| < §: perx € W
f(z) - f(p) 1< r—p w—p> poooH
— = {Hf(p : +o(1) > 5 - L >0
e NPT ) T =
A’.2 segnatura dell’Hessiana nell’intorno Se f ¢ C?(W), W intorno di p in R e
- p & un punto critico per f: Vf(p) = Ogrn,
- per qualche r > 0 per cui B = B(p,r) CW

la matrice Hessiana di f in ogni z € B(p,r) ¢ definita positiva [negatival:
N

ve RN\ {Opy} WHf(2)v >0,

-(2)viv; 20 [< 0]

allora p ¢ un punto di minimo [massimo] relativo di f.

Dimostrazione: Come sopra usando piuttosto lo sviluppo di Taylor del primo ordine con resto
di Lagrange di f in p: per |z —p| < r vie & € (p;x) per cui

f(x)—f(p):1<Hf<§)ff—p . x_p> > 0.

lz—pl* 2 [z —pl |z —p|
Osservazione: Essendo f € C?(B)il fatto che I'Hessiana sia definita positiva ¢ equivalente al
fatto che f e una funzione convessa sul convesso B.
E un fatto generale che un punti minimo relativo di una funzione convessa su un convesso ¢
un punto di minimo assoluto.

A’.3 punti di sella Se f & C*(W), W intorno di p in RY e
- p & un punto critico per f: Vf(p) = Orw,
- max (Hf(p)v-v) = M > 0, min (Hf(pv-v) = pu < 0,

vilv| = v:lv|y=1

allora p non e ne punto di minimo relativo ne punto di massimo relativo di f.




Dimostrazione: per il teorema di Weiestrass esistono W, w € R" di norma unitaria per cui:
max (Hf(pjv-v) = (Hf(p))W -W) = M > 0,

vilv|y=1

min (Hf(p)v-v) =(Hfpw-w) = p <0,

v:lv|ny=1
Se p fosse di massimo o minimo relativo per f lo sarebbe anche per le sue restrizioni a sottoin-
siemi a cui p appartiene. In particolare alle rette p +tW,t € R, p+ tw, t € R:
0 f
5a2 ) = (Hfp)w-w) = p <0
quindi p non puo essere per le condizioni necessarie di minimo relativo,
o0 f
sz = HfW-W) = M >0

quindi p non puo essere per le condizioni necessarie di massimo relativo.

B’) condizioni sufficienti per punti stazionari tangenziali interni

B’.1. Siano ¢ € RY, W suo intorno, g : W — R¥N"M_(C? con differenziale di rango massimo
ing, f:W—=R,C? gl¢)=he E={xcW: g(z)=h}

Si consideri la funzione Lagrangiana L(x, A\, h) = L(x,\) = f(x) — ((g(z) — h) - N)gn-n.

Se g & punto stazionario tangenziale di f lungo E, se A & un moltiplicatore ad esso associato,
detta H, la matrice Hessiana in ¢ di L(x) = L(z, A, h), e detta P = PqE la proiezione ortogonale
sulla giacitura T, (‘P = P, PP = P, ImP = T dello spazio tangente ad E in g, se:

PH,P ha somma delle molteplicita degli autovalori strettamente positivi [negativi] equale ad M,

cio¢ la matrice H, ristretta alla giacitura del piano tangente ad E in ¢ ¢ strettamente definita
positiva [negativa| allora

q € un punto di minimo [massimo] relativo stretto di f su E.

Dimostrazione: come fatto in B.2 si usano carte locali in ¢ punto di minimo relativo e ci si
riconduce ad usare A’.1. Si consideri quindi una carta locale (¥, A) A C RM V¥(a) = ¢,
U(A) = ENW, W intorno di ¢, D,V di rango massimo.

- —(a) & una base della giacitura T del tangente ad E in ¢, ed essendo ¢ = ¥(a) un punto

critico tangenziale <Vf(q) : %(a)> = 0.
J

- - Poiche per ogni w L TqE si ha Pw = Ogw si ha anche PH,Pw = Og~. Quindi 0 ¢ autovalore
con molteplicita geometrica N — M e il suo autospazio ¢ l'ortogonale a TqE .

Per ipotesi la matrice simmetrica PH,P ha somma delle molteplicita geometriche degli au-
tovalori strettamente positivi eguale ad M, quindi gli autospazi di autovalore positvo danno
come somma diretta proprio TqE che ha dimensione M, pertanto:

se v € TP\ {Ogw} siha (H-v) = ( PH Pv-v) >0.
Per ogni y = (y1,...,ym) # Ora:

ov O Mo ow Mo ow
> H,~—(a) - — e = ( H -~ (a) - = > 0,
< "3y, (a) o0 (a)> YiYk < g ;1 Y; 0, (a) k§:1 e (a)>

1<j k<M
Prov, N A A U O
I8 @ = (s - B W] g ) = (Mg S0,

ed essendo a un punto critico di foW, VY fo¥(a) = VYU(a)V*f(q) = Ogm, per A’.1 a & un
punto di minimo relativo stretto di foW.

Quindi, avendo f ed fo¥ egual immagine e potendo assumere che 'immagine di un intorno di
a sia intorno relativo in F di ¥(a) = ¢ (¢! continua), ¢ ¢ un punto di minimo relativo stretto

di fsu F.

---ComeinB.2 ¢



OSSERVAZIONE: nella pratica per verificare una tale condizione sufficente puo esser comodo
usar la seguente strategia. KEssa usa sia i moltiplicatori, che direttamente il teorema delle
funzioni implicite usando come parametrizzazione ¥ la funzione grafico delle funzioni implicite
di cui bastera calcolare le derivate prime.
Ci si ferma al penultimo passaggio della dimostrazione. Cio evita inoltre di porsi il problema
della proiezione ortogonale sul tangente.

i- si considera un punto critico tangenziale ¢ e un moltiplicatore ad esso associato A;
ii- per il teorema del Dini si puo assumere che £ N W sia il grafico di una funzione ¢ di M
variabili a valori in RN~ C RV,

Per esempio delle prime M: det 9 e 99 #0.
8$M+1 Oxy

Considerando W (z1, ..., xy) = (T1, ..., 2o, O1(X1, ooy Tpr)y ooy ON—pm (X1, - 2ag))s a = (qu,y - - -

(HfoP)(a) = VU(a) [Hf(q) — H({g-N)(q) ] J¥(a) =

q17"'7qM)

iii- si tratta infine di stabilre la segnatura degli autovalori di tale matrice: se strettamente
positiva [negativa] ¢ ¢ un minimo [massimo| relativo di f su E.

= [Idyxn Vo(qi,--..qu)] [Hf(q) — H({g- N))(q) ] { J¢(IdeM ] :

- Tali matrici sono direttamente calcolabili, e in certi casi cio puo esser piu agevole che il calcolo
della proiezione ortogonale sulla giacitura dello spazio tangente.

- Nel caso generale, in cui le M variabili indipendenti sono un altro blocco det (Jg)7* 7™ #£ 0,
siha a = (¢, -+, 40, ) Piuttosto che (qq,...,qn), e quindi si tratta di permutare solo le righe,
rispettivamente le colonne, dell’ultimo fattore matriciale e del primo fattore matriciale.

C’) condizioni sufficienti per punti di frontiera o bordo
C’.1 8e f : A CRM = R, A aperto, f € C', p € A, punto C" regolare per A, per cui
Vf(p) # 0, ed inoltre
i- p ¢ punto di massimo [minimo]| relativo di f ristretta a 0A, e quindi Vf(p) L T,(0A),
ii- Vf(p) € un vettore esterno [interno] ad A in p, cioe, essendo ortogonale in p a A, per ogni
v € RV \ {Og~} esterno ad A in p: %(p) > 0] < 0],
allora
p e punto di massimo [minimo] relativo di f.
Dimostrazione: - per definizione di punto regolare di frontiera vi sono un cilindro U ~ B x [
aperto in RN, ¢ : B — I funzione reale C!, di N — 1 tra le coordinate z;,...,zy di RN, B
palla aperta di tale sottospazio N — 1 dimensionale, per cui p € U, U NJA e U N A siano
rispettivamente il grafico, e l’intersezione di U con il sottografico aperto di ¢). Per comodita si
suppone che le coordinate indipendenrti siano le prime N—1: ANU ={(y,2) € U : z < ¥(y)},
0ANU ={(y.2) eU:z=v(y)}, p=(¢,¥(q)), q € B.
- Si ha che Vf(p) = A(—=V(q), 1) per qualche A > 0 essendo normale esterno al grafico di
¥ in p = (q,%(q)): infatti il pano tangente in p = (¢,1(q)) a AN U = Grafy ha equazione
—(Vo(q) - (y —a)) + (= = ¥(q)) = 0.
- Per continuita di f e di Vf si puo rimpicciolire U in modo che p sia punto di massimo di f
sul grafico di ¢y e V f abbia sempre ultima componente positiva.

Dato quindi z = (y,2) € UN A (2 < ¢(y)) si ha che ¢g(z) = f(y, 2) ha derivata in z eguale a

2L (y2) = (V5(.2) - (0.1) > 0. Quindi f(x) = 9() < g(w(w)) = F(3. ¥l) < Tp).

7QM)



Usando parametrizzazioni regolari locali si ottiene quindi
C’.2 Se E ¢ una sottovarieta con bordo C*, p € bE, f € C', VF f(p) non nullo, e

i- p & punto di massimo [minimo| relativo di f ristretta a bE,

0
ii- per ogni v € RN \ {Og~} tangente esterno ad E in p: 8—f(p) > 0] < 0],
v

allora

p & punto di massimo [minimo] relativo di f.
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