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RASSEGNA DI DEFINIZIONI E PROPRIETA ASTRATTE
PER UNA TEORIA DELLA MISURA E DELL’INTEGRAZIONE

OBIETTIVI

Si presentano le definizioni e gli enunciati rigorosi per introdurre la nozione di misura N
dimensionale di Lebesgue in R” e la teoria dell'integrazione conseguente.
- Tale apparato astratto permette di:

i- avere una nozione di integrazione non orientata per funzioni di N variabili e di misura N
dimensionale che soddisfano il requisito intuitivo che l’integrale di una funzione non negativa
su un dominio N dimensionale corrisponda alla misura N + 1 dimensionale della regione tra
il grafico e il dominio della funzione (sottografico positivo);

ii- estendere ad un’ ampia classe di funzioni, anche per integrali in una variabile, la nozione di
assoluta integrabilita in senso generalizzato per I'integrale di Riemann, evitando la distinzione
tra funzioni e domini limitati e non;

iii- di aver per queste classi pitt grandi di funzioni la completezza delle seminorme integrali L*,
L?
iv- e conseguentemente avere criteri di passaggio al limite sotto segno di integrale, di scambio
dell’ordine di integrazione, di cambio di variabile, pitt maneggevoli;

v- sviluppare quindi il calcolo, con le sue proprie difficolta indipendenti dall’ impostazione
teorica scelta, nei casi concreti (integrali di funzioni regolari “a pezzi” su unioni di domini
normali) su basi intuitive rese rigorose.
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iN- Non tratta pero integrali generalizzati dei tipi / dx (funzioni non assolutamente
0 x

1

integrabili in senso generalizzato alla Riemann, ma integrabili in senso generalizzato), / —dx
LT

(funzioni integrabili in senso generalizzato improprio alla Cauchy).

iiN- non affronata direttamente le nozioni di integrazione orientata. A livello elementare e
sviluppata per integrali su sottovarieta bidimensionali orientabili nello spazio tridimensionale.



I
I.1: Insiemi di misura nulla

I.1.1 Volume elementare - Si dice rettangolo (cartesiano) N -dimensionale in R il prodotto
cartesiano Sy X --- x Sy di N segmenti S; C R (ciascuno con o senza qualche estremo), cioe
con “facce” N — 1 dimensionali parallele ai piani N — 1 dimensionali coordinati.

Per esempio dati a = (ay,...,ay) € RN, b= (by,...,by) € RY:

[a1;01) X (ag; ba) X -~ x[an;by] = {z€RYN 1ay < 21 < by, ag <29 < by,...,any <y < by} =
bl—al 0 .0
0 bg—ag ...0
=a + _ 0;1) x (0;1) x -+ x [0;1] =
0 bN—CLN
:a+t1(b1—a1)61+---+tN(bN—aN)eN, O§t1<1, 0<t2<1,..., 0<ty <1

- Si dice volume elementare N dimensionale di un rettangolo cartesiano in R” il prodotto delle
lunghezze dei segmenti fattori: se S; ha estremi a; < b;:

ven (S X -+ x Sy)=(by —ay) - (by—ag)----- (by — an).

I.1.2 Insiemi nulli secondo Lebesgue Un £ C R, N > 1, si dice N-nullo secondo
Lebesgue se I'estremo inferiore delle serie dei volumi elementari al variare della successione di
rettangoli che ricopre E ¢ nullo:

[e.e] o0
inf { Zve(Rk): EC UR’“} = 0,
k=1 k=1
Osservazione: - il fatto di considerare famiglie numerabili di rettangoli piuttosto che famiglie
finite rende piuttosto astratta questa definzione, ma in nuce e l'ingrediente che permette di

semplificare gli enunciati e gli argomenti per passare al limite sotto segno di integrale.

Validita ‘quasi ovunque’ Una proprieta P vale quasi ovunque o per quasi ogni punto (per
la N-misura esterna), in breve vale g.o. o per q.o.punto, se il sottoinsieme di RY ove non ¢
verificata, {x € RN : non wale P(z)}, ¢ N nullo.

Proposizione 1: - Completezza: i sottoinsiemi di un N-nullo son N-nulli.
- Unione numerabile di insiemi N-nulli ¢ N-nulla.
Dimostrazione: Dati E, C RY, h € N che siano N-nulli, e dato € >, per ogni Ej, tra essi vi e
€
una successione di rettangoli R, k € N la cui unione lo ricopre e per cui Z ve(RF) < AT
k

Si ha Z Zve(RZ) < ¢ e la successione Ry, h € N, k € N, ha unione che ricopre | J,.x Er-
hok

Osservazione: 'insieme vuoto € nullo. Gli insiemi numerabili son N-nulli. Lo sono infatti gli
insiemi con un solo elemento E = {p}, R® = [p; — Z;p1 + 1] X ... [py — =;pnv + =], RF =0,
k>1: %, ve(RF) = ve(R") = .

Proposizione 2: il grafico in RV di una funzione continua f di N — 1 variabili su un N — 1
rettangolo () chiuso ¢ N nullo.

Dimostrazione: essendo la funzione uniformemente continua (Heine-Borel) dato € > 0 si puo
suddividere () in un numero finito di rettangoli congruenti di R¥~!, @ di centri rispettivi ¢y,
1 <k < K, in modo che su ognuno di essi la f vari al pindie: |f(x)— f(y)| < e perz, y € Q.
Quindi il grafico di f ¢ contenuto nell'unione finita dei rettangoli di RY dati da

Qr % [f(ck) —€; f(cx) + €]. La somma dei volumi elementari N dimensionali ¢ la somma dei
ven_1(Qg)2¢ cioe (cfr. ultimo paragrafo) ven_1(Q)2e, ed & piccola “a piacere”.



Osservazione: - I grafici di funzioni continue di N —1 variabili sono quindi N nulli, in particolare
i sottospazi affini in RN di dimensione minore di N.

Proposizione 3: i grafici di funzioni reali di variabile reale, integrabili in senso generalizzato
alla Riemann sono 2 nulli nel senso di Lebesgue.

- Si individua, basandosi sul concetto di insieme nullo secondo Lebesgue, “la famiglia” di
sottoinsiemi di RY per cui vi ¢ una nozione di misura con ottime proprieta.

1.2: GIli insiemi Lebesgue misurabili e la misura di Lebesgue
1.2.1 Misura esterna Si definisce m%, : P(RY) — [0; +00], misura esterna di Lebesgue

my(F) = inf {Z ve(R¥): E C U R*, R* rettangoli cartesiani}, ECRY
k=1

k=1
Osservazione: - si noti che vi sono insiemi illimitati con misura esterna finita:
1 1 1 . 1 1 1 .

geometrica di ragione 1). Visto come sottoinsieme di R? mj(E) = 0.

B = (12 % [0 1]U[2:3] x [0 51U~ -Ulks k+ 1) x [0; 5]+ € R% miy(B) = 14344 =2,
Osservazione: La definizione di misura esterna risulta, anche nel piano cartesiano, N = 2, piu
astratta della definzione di area del sottografico non negativo data dall’integrale di Riemann
di una funzione non negativa assolutamente integrabile in senso generalizzato alla Riemann.
Le due definizioni coincidono: affinando la dimostrazione della nullita del grafici si ha:
Proposizione 4: Se f > 0 ¢ una funzione reale, definita su I intervallo, tranne al piti un
numero finito di punti, assolutamente integrabile in senso generalizzato secondo Riemann, ed

E ={(z,y) : 0 <y < f(x)} ¢il suo sottografico non negativo, allora: m3(F) = /f(x)dx
I

Osservazione: se E ¢ la regione i grafici di f e g, si avra m3(F) = / |f(x) — g(x)|dx.

Osservazione: - “l’addomesticamento” della nozione di misura esterna nei casi visti, di grafici
di funzioni continue, e di sottografici di funzioni di una variabile Rieammn integrabili, ¢ dovuto
al fatto che ci riduce a ricoprimenti con un numero finito di “pezzi elementari”.

Direttamente dalla definizione si hanno le basilari proprieta:
Monotonia della misura esterna: se £ C F C R" allora m*(E) < m*(F).

Numerabile subadditivita della misura esterna: se £ C U E, alloram™(E) < Z m*(E,).
neN n=0

Omogeneita della misura esterna: m*(\E) = |A\|[Vm*(E).

Invarianza per traslazione della misura esterna: m*(z + E) = m*(E).

Approssimazione esterna con aperti: - m*(F) = inf{m*(A) : A D E, aperto};

-visono A, D A,.1 2 E, n € N, aperti per cui m* (ﬂ An> =m*(FE).

Dimostrazioni: cfr. ultimo paragrafo.

Piu articolate le dimostrazioni delle seguenti auspicate identita :

Misura dei rettangoli cartesiani: se R ¢ un rettangolo cartesiano ve(R) = m*(R).

Dimostrazione: ultimo paragrafo.

Corollario: se R, R*, k € N, sono rettangoli cartesiani con R = |J R*, ¢ ve(R) < ve(RF).

Dimostrazione: coinciderebbe con la misura esterna.

Convenzione: per il prodotto di misure si adotta la convenzione 0-00=0.

Prodotti di misure esterne: mj,, y(E x F') = mj,(E) - my(F).

Dimostrazione: per m*(E x F) < m*(E)-m*(F), e la riduzione al caso m*(E), m*(F) < +o0

cfr. ultimo paragrafo. Una dimostrazione usuale usa il teorema di Tonelli, cfr. FT 22.



Il problema dell’additivita Senza entrare nel merito dell’assunzione di diverse particolari
proprieta astratte non si puo dire se per la misura esterna, definita su tutti i sottoinsiemi di
RY, valga a o meno una proprieta desiderabile, ovvero: l'additivita sugli insiemi disgiunti per
tutti i sottoinsiemi di RV:
la misura esterna dell’unione di due sottoinsiemi senza parti in comune é
la somma delle misure esterne di ognuno dei due sottoinsiemi ¢

1.2.2 Misurabilita a la Lebesgue: insiemi “quasi” aperti
Una proprietd che garantisce, per i sottinsiemi di R" che a priori la soddisfino, le auspicate
proprieta di additivita della misura esterna e essere “ quasi” aperti, la cosidetta misurabilita
rispetto alla misura esterna. Come osservato, senza assunzioni astratte, non si puo dire se tutti
i sottoinsiemi la verifichino o meno.
Insiemi misurabili: - £ C R" si dice misurabile secondo Lebesque, se per ogni € > 0, vi &
A C RN aperto, e ECA, m*(A\E)<e.
- Si indica con My C P(RY) la famiglia dei misurabli di R".
Invarianza per traslazioni dei misurabili: se £ € My, v € R" allora

v+E={r:r—veE}e My, ve RN
Dimostrazione: - per definzione i rettangoli cartesiani sono invarianti per traslazione, gli aperti
lo sono essendolo le palle aperte delle norme.
- Per definizione i volumi elementari sono invarianti per traslazione.

-(v+A\(v+E)=v+(A\E) Cv+, R"

Per la numerabile subadditivita del volume elementare si ottengono i teoremi fondamentali:

Teorema 1: proprieta dei misurabili im- ) € My, RN € My;
iim- gli aperti di RY sono elementi di M y; iiim- gli N-nulli sono elmenti di M y;
ivm- i rettangli cartesiani sono in My; vm- i chiusi sono in M y;
vim-se B, F'€ My allora ENF, EUF, E\ F € My; (ievi: algebra di sottoinsiemi)

viim- se K, € My, h € N allora U E,, ﬂ E, e My. (i, vi e vii: g-algebra)
h=1 h=1
viii- se E€e My, F'e My allora EXF e Mjn. (prodotti cartesiani)

Le proprieta im) e vim) si dicono di algebra, mentre im), vim), viim) di o-algebra. Le proprieta
di algebra sono quanto serve per definire insiemi misurabili con congiunzioni, disgiunzioni e
negazioni di formule. La proprieta di o-algebra e utile per definire insiemi misurabili con
formule che coinvolgono passaggi al limite di successioni. Le iim), iiim) e ivm) sono la richiesta
minima di insiemi per avere passaggi al limite per una nozione di misura ragionevole.

Dimostrazione: cfr. ultimo paragrafo: im) e iim) sono immediate. Si prova direttamente la
“chiusura” per unioni numerabili, e quindi iiim), e iv). Da vm) si ottengono le rimanenti.

Caratterizzazioni dei misurabili Sono equivalenti: ic- M € My,

iic- per ogni € > 0 vi e C CRY chiuso per cui
CCMCA, e my(M\C)<e.

iiic- M=NU U K., ove N ¢ N-nullo e i K, C K, sono compatti.
neN

ive - Se poi miy (M) < +oo ic- ¢ equivalente a (UAV =: (U\V)U (V \U))
per ogni € > 0 vi sono Ry,..., Rxg N rettangoli cartesiani per cui
my(MA(RyU---URg)) <e.
ve- Misurabilita a la Caratheodory: per ogni F C RN: m*(F) = m*(F\ M) +m*(F N M).
Dimostrazione: ultimo paragrafo.



Osservazione: - da iic) riducendosi ad insiemi limitati si ha iiic) : un misurabile & unione di un
nullo e di un insieme numerabile di compatti.

- La misurabilita a la Caratheodory vc) si parafrasa dicendo che i misurabili a la Lebsgue sono
esattamente i sottoinsiemi che “spezzano bene” tutti gli altri sottoinsiemi (rispetto alla misura
esterna di Lebesgue).

Utilizzando anche le proprieta di numerabile additivita del prossimo paragrafo si ha:

Approssimazione interna con compatti dei misurabili: Se £ € My allora

m(E) = sup{m(K) : K C E, compatto};
vi sono quindi K,, C K, ;1 C E, n € N, compatti per cui m (U Kn) =m(E).
Dimostrazione: ultimo paragrafo.
Vale la pena sottolineare che volendo misurare gli aperti e tutti gli insiemi di misura nulla, avere
le proprieta del passaggio al complementare, e di “passaggio al limite” con unioni numerabili,
necessariamente si ottengono i misurabili:

Teorema di generazione: - My ¢ la pit piccola o-algebra di sottoinsiemi di RY che
contiene gli aperti e gli insiemi di misura nulla rispetto alla misura esterna N-dimensionale.

- My & la pit piccola o-algebra di sottoinsiemi di RN che contiene i cubi chiusi N-dimensionali.

Dimostrazione: - conseguenza immediata del teorema di caratterizazione iiic) e della definizione.

- Conseguenza immediata del seguente teorema di interessse generale.

Teorema di tassellamento: Ogni aperto di RY ¢ unione di una successione di ipercubi

cartesiani chiusi con parti interne a due a due disgiunte.

Dimostrazione: ultimo paragrafo.

Indubbio interesse pratico, e di semplificazione della teoria, hanno i sottoinsiemi di R™ compresi
tra i grafici di funzioni continue di N — 1 variabili:

Domini normali, o semplici cfr. FT 16 - un sottoinsieme D di R? si dice dominio nor-
male rispetto al primo asse coordinato, o anche semplice rispetto alla rimanente variabile se e
I’intersezione tra il sottografico e il sopragrafico di due funzioni continue definite su un segmento
chiuso:

D={(z,y): flx)<y<g(r), a<z<b}, f<g;
- induttivamente un sottoinsieme D di R" si dice dominio normale rispetto ad un N — 1
piano coordinato P, o anche semplice rispetto alla rimanente variabile se e I'intersezione tra il
sottografico e il sopragrafico di due funzioni continue definite su un dominio normale del piano
coordinato P: e.g. N =5, (x,y, 2z,u,v) € D, v-semplice

f<x7y7z7u) S v S g(x7y7z7u)7
(x7 y?’z?u? U) : ¢(x7y7 u) S z S ¢(x7y7 u)7
Fz,y) <u<G(z,y), ®y) <z<T(y), a<y<b
f<g, 0<v, F<G, o <TI. Tali domini sono compatti e quindi misurabili.

Osservazione: - le preimmagini di aperti e chiusi mediante funzioni continue, definite su di
un insieme misurabile, essendo relativamente aperte o chiuse, e le loro intersezioni ed unioni
numerabili, sono misurabili,

- in particolare unioni e intersezioni numerabili di sopragrafici e di sottografici di funzioni
continue, definite su un insieme di misurabile, sono misurabili;

Osservazione: non e vero che [tTmmagine o la preimmagine di un misurabile mediante una
funzione continua sia misurabile (cfr. “Il problema dell’additivita”). Vale pero:

Teorema dell’immagine: data f: RY — R" continua:
se trasforma insiemi nulli in insiemi nulli allora trasforma misurabili in misurabili



Osservazione: in dipendenza di assunzioni astratte vale anche il viceversa: se una funzione
continua trasforma misurabili in misurabili allora trasforma nulli in nulli.

La dimostrazione ¢ immediata conseguenza della propreita che ogni insieme di misura esterna
positiva contiene un insieme non misurabile, equivalente ad assunzioni astratte generali sugli
insiemi.

Se un insieme nullo avesse immagine (ancorche misurabile) di misura positiva questa avrebbe un
sottoinsieme non misurabile: la preimmagine di questo nel nullo di partenza, per monotonia,
sarebbe di misura nulla, quindi sarebbe misurabile, e per ipotesi anche la sua immagine lo
dovrebbe essere: contraddizione.

Proposizione 5: le funzioni localmente Lipschitziane (con “rapporti incrementali limitati” su
tutt le palle chiuse), da RY in s¢, trasformano insiemi nulli in insiemi nulli.
Dimostrazione: - sia f localmente Lipschitziana: per ogni R vi ¢ L per cui se |z|, |y] < R
allora |f(x) — f(y)|lgy < L]z — y|r~. Per la diseguaglianza per componenti (cfr. FT 2) cio ¢
equivalente ad usare, invece delle palle euclidee, gli ipercubi cartesiani (cfr. FT 3): per ogni R
vie L =+/NL per cui se |#]pe = maxi<i<n |7;] < R, |ylee < R allora
1f(@) = fW)lee < VNL|z — ylee.

- Se ) & un ipercubo cartesiano di lato 2\, Q = v+ [=A; A\]Y, ed f ¢ lipschitziana, con costante
L che domina i rapporti incrementali, si ha f(Q) € f(v) + V' NL(Q — v), poiche: = € Q ¢
|z — v]ge < A quindi |f(z) — f(v)]ee < VNL|z — 0| <V NL, ovvero

f(@) € f(v) + [=VNLXVNLAN = f(v) + VNL(Q — v).
Dato una ipercubo Q = v+[—X; A]N sipone Q = f(v)+vVNL(Q—v) = f(v)+[—VNLX; vV NLAV.
- Se M ¢ nullo dato p > 0, per il lemma 1, vi & una successione Q", h € N, di ipercubi N-
dimensionali per cui M C |J, Q" e Zve(@h) < p.
--Si ha f(M) C U, F(Q") C U, Qn ¢ si ha ve(Qr) = (LVN)Nve(Qy): f(M) & ricoperto
dall’'unione degli ipercubi Qy, e Zve(@h) < (VNL)N Zve(@h) < (VNL)Vp.
- Per larbitrarieta di p > 0 si ha m*(f(M)) = 0.
Dimostrazione teorema: per iiic) (un misurabile & unione numerabile di compatti e di un nullo)

si deduce subito il teorema di immagine.
Osservazione: le funzioni C!, le funzioni lineari affini, trasformano misurabili in misurabili.



I.2.3 La misura di Lebesgue La restrizione di my a My si dice misura di Lebesgue e si

indica con m,,: my : My — [0;+00], per E € My ¢ my(E) = miy(E).

Teorema 2: proprieta della misura di Lebesgue 0- se R ¢ un rettangolo si ha m(R) = ve(R);
Obis- m([0; 1]V) < +o0;
i- (nulla sul vuoto) my(0) = 0;
ii- (monotonia crescente) se A C B Ce My allora m(A) < m(B);
iii- (numerabile additivita )

se B, € My, E,.NE), =10, k:;éhalloram(UEk> = Zm(Ek),
k=1

k=1
iv- (invarianza per traslazioni) m(E + ) =m(E),
over €RY | F4+r={yeR":y—xeFE};
ivbis- (IN-positiva omogeneita) m(pE) = |p|Nm(E);
v- (formula dell’area) m(L(E)) = |det Lim(E);

con L : RY — RY lineare e £ € My
vi- (prodotto di misure) se E € My, F' € My allora myyy(E X F) = my (E)my(F).

vii- (continuita per traslazioni) se £ € My, m(E) < oo allora m (EA(E + h)) —— 0.
— RN
Osservazione: - 0), cfr. precedenti paragrafi, iii) e v) non sono di immediata dimostrazione,

cfr. ultimo paragrafo.

- La v) collega il significato intuitivo del valore assoluto del determinante, cfr FT 11 formule di
Cauchy-Binet, come “volume N-dimensionale”, alla misura di Lebesgue. Con la iv) costitisce
il primo passo per le formule di cambiamento di variabile negli integrali multipli, cfr. FT 22.
- La vi) si deriva direttamente dalla misurabilita del prodotto cartesiano di misurabili e
dall’analogo per le misure esterne, cfr. ultimo paragrafo e anche teorema di Tonelli FT 22.
Nell'ultimo paragrafo se ne da direttamente una dimostrazione ad hoc.

Sono paradigmatiche, insieme alle loro estensioni agli integrali, per il loro uso sia nella pratica
che nelle dimostrazioni, le seguenti proprieta di passaggio al limite che si deducono direttamente
da iii):

ilibis- (convergenza monotona)  se Ej C Ex1 € My allora m(Ey) —— m (U Ek)

h—o00
keN

iiiter-(convergenza dominata) se By CE € My, my(E) < oo allora

k>n neN k>n
o0 o
iiiquater- (numerabile subadditivita ) se Ej € My, allora m (U Ek> < Z m(Eg);

k=1 k=1

Osservazione: - senza l'ipotesi di “dominatezza”, la conclusione di iiiter- e falsa:

Ejs1 C By, = [h;400), B, = | By, e ma(Ey) = +00. Ma [ | Ew = [ [n; +00) = 0.

h>n neN h>n neN
Utile come strumento teorico in calcoli e dimostrazioni e di considerevole valenza concettuale
ela seguente caratterizzazione:

Caratterizzazione della misura di Lebesgue
Se p: My — [0; +00]
soddisfa 0)bis, iii), iv) allora & un multiplo di m,,. Cioe vi & un numero C,, > 0 per cui
w(E) = C,-my(E), per ogni £ € M.



IT
Integrazione alla Lebesgue

- Al fine di definire I'integrale, basandosi sull’idea di misura del sottografico non negativo, non
distinguendo tra funzioni limitate o meno, ¢ utile il seguente modo di “misurare” il sottografico,
piuttosto che suddividere il dominio e fare le somme di “base per altezza”:

- suddividere il codominio [0;+00), per esempio con

vo = 0, Jo=[0;v1], Ji =(vg;vk11], 1 < k <K, Jgy1 = (vk;+00), scegliere il valore vy in
Jy. e sommare per K > k > 1 i prodotti (vy — ve_1) - mi(f " (vg; +00)), ognuno dovrebbe
approssimare la misura N + 1 dimensionale della “fetta” di sottografico con ascissa tra vy e

Vp—1. Quindi per vy — vp_1 ~ dv, v >> 1: flz)dz ~

+o0
vimy ({22 f(z) >v}) + - 4 (o —vx)my({z s fz) > vk}) ~ /0 my({z; f(x) > v}) dv.

Osservagione: - per le funzioni continue si puo passare facilmente da un approccio all’altro.
- Per avere buone proprieta di additivita e passaggio al limite per I'integrale con tale approccio,
e utile considerare le funzioni misurabili, “quasi” continue: cfr. FT 9.

I1.1: Funzioni misurabili, quasi continue e convergenza quasi ovunque

11.1.1 Funzioni misurabili Una funzione f : E — R™, E € My si dice Lebesgue misurabile
se la preimmagine di un aperto ¢ misurabile, i.e. la preimmagine di un aperto ¢ “quasi” aperta.
Osservazione: - grazie alle proprieta di o-algebra di insiemi dei misurabili e della densita di Q
in R, per una funzione f a valori reali la condizione di misurabilita e del tutto equivalente a
dire che le preimmagini dei sottolivelli sono misurabili: per ogni a € R si ha f~'((—o0;a]) =
f{z: f(z) < a}) € M.

- Alla stessa stregua la misurabilita di f e equivalente ad asserire che le preimmagini di ogni
intervallo (con o senza gli estremi) sono misurabili. Sara poi sufficiente che gli estremi siano
razionali, essendo Q denso numerabile in R.

Proposizione 6: se f ¢ misurabile e {z : g(x) # f(z)} € nullo allora anche g & misurabiile.
In altri termini se g coincide quasi ovunque con una funzione misurabile allora ¢ misurabile.
Segue dal fatto che sottoinsiemi di nulli (essendo nulli) sono misurabili. Quindi la misurabilita
puo esser verificata cambiando secondo utilita la funzione su un insieme di misura nulla.

Osservazione: - £ C R ¢ misurabile se e solo se se e solo la sua funzione caratteristica! yz ¢
misurabile.

Proposizione 7: Se f : RY — R ¢ misurabile il suo sottografico stretto ¢ N + l-misurabile,
(e quindi lo sono il suo sottografico e i suoi sopragrafici):

Dimostrazione: y < f(x)seesolosevieqe Qy<gqgeq< f(zx), quindi {(x,y):y < f(x)} =
U A{z g < f(2)} x (—o0iq].

q€Q

Esercizio: se f e g sono misurabili allora l'insieme {z : f(z) > g(x)} ¢ misurabile.

Proposizione 8: f: E — R", E € My, f = (f1,..., fm) ¢ misurabile se e solo se lo sono
f1’ AR 7fm'

Dimostrazione: considerando che la preimmagine di un’unione ¢ 1'unione delle preimmegini,
poiche Q™ & denso in R™ ogni aperto A di R™ & unione numerabile di rettangoli cartesiani
aperti: si numerano gli elementi razionali di A, per ogni tal ¢ si considerano i rettangoli
cartesiani contenuti in A con centro in ¢ e lati di lunghezza razionale.

lse F & un qulsiasi insieme con x si indica la funzione caratteristica di F' che vale 1 su F, 0 al di fuori.



Teorema di generazione 1 - Una funzione continua su £ C R”Y, misurabile, & misurabile.

-Se f: RY - A = A C RM misurabile, F' : A — R™ continua allora Fof : R — R™ ¢

misurabile.

-Se F: Q= CRY — R diffeomorfismo, f : ImF — R™ misurabile allora foF : Q — R™

¢ misurabile. In particolare  — f(Lx 4 v) ¢ misurabile se L ¢ lineare invertibile.

Dimostrazione: anche per I'ultimo punto ¢ immediata: ¢ conseguenza dalla proposizione 5.

Osservazione: non sempre la composizione di funzioni misurabili & misurabile (non immediato).

Come conseguenza diretta (considerando F'(u, v) uguale nei vari casi a: Au+pw, |u|y, max{u,v} =

lu—v|+u—v
2

Teorema di generazione 2 - Le funzioni misurabili sono uno spazio vettoriale, e il prodotto

di misurabili & misurabile.

- Se f ¢ misurabile z — |f(x)|y € misurabile.

- Se f e g sono due funzioni misurabili a valori reali allora x — max{f(z),g(x)} =: fVg(z) e

x +— min{f(z),g(z)} =: f A g(z) sono misurabili.

Funzioni misurabili a valori reali estesi Si fissano le seguenti notazioni e convenzioni:

R = [—00; +00], +00 + 00 = 400, +00 -7 = 400 per r > 0, +00 -7 = —o0 per r < 0,

+00 -0 = 0. Similmente per —oo.

come per le funzioni a valori reali si dice che f : RY — R ¢ misurabile se tutti i suoi sottolivelli

{z: f(r) <a}, a € R, sono misurabili.

Cio ¢ vero se e solo se {z : f(x) = —o0}, {z : f(x) = +o0}, F ={z: —00 < f(x) < +o0}

sono misurabili e e la funzione f - xp € misurabile.

+ u, min{u, v}) si ha:

11.1.2 Convergenza puntuale quasi ovunque: si dice che la sucessione di funzioni f, :
E e R, neN, Ee My converge puntualmente quasi ovunque in E se per quasi ogni x in
la successione numerica f,(z) e convergente per n — oo ad un limite f(z) € R.
Teorema di generazione 3: limiti quasi ovunque di successioni di funzioni misurabili
Siano f, : F — R, E € My, n € N, convergenti quasi ovunque ad un limite f. Comunque si
estenda f ad E si ottiene una funzione misurabile.
Dimostrazione: cfr. ultimo paragrafo.
Corollario Se f, ¢ una successione di funzioni misurabili a valori in R allora definendo:

\/ f(z) =sup f(z) , /\ f(z) = inf f(z), si ottengono due funzioni misurabili.

neN neN neN neN
Funzioni semplici Si dice funzione semplice una funzione con un numero finito di valori e
misurabile. Equivalentemente una combinazione lineare di funzioni caratteristiche di insiemi

K
misurabili. Ovvero una funzione del tipo f(z) = Z agXxm, (), con My € My. Sinoti che,
k=1

ci si puo sempre ridurre al caso in cui gli M, siano disgiunti e gli a; diversi: forma normale.
Funzioni numerabilmente semplici Si dice funzione numerabilmente semplice o o-semplice,
una funzione con un insieme numerabile di valori e misurabile. Equivalentemente una funzione
del tipo f(x) = E apXm,(x), con My € My, e anche My N\ My =0, h # k.

keEN
- Si noti che se f > 0, ovvero tutti gli ax sono non negativi si puo anche non supporre che gli

M, siano a due a due disgiunti. Al piu la funzione avra valori infiniti.

Teorema di approssimazione con le funzioni semplici - Se f > 0 & misurabile vi & una
successione crescente di funzioni semplici f,1(x) > fn(x) convergente puntualmente ad f:

per ogni z si ha f,(z) T f(x), n — oc.

- Se poi f ¢ limitata si ha in piu la convergenza uniforme: sup,(f(z)— fu(x)) =: s, L 0, n — o0.



Dimostrazione: e. g. la successione di funzioni ottenuta “affettando” il codominio:

n, f(z) =n
S h—1
2n 2n T 2n h=1
1< h <n2"

Come osservato in FT 9, i criteri di passaggio al limite sotto segno di integrale (alla Riemann)
per funzioni continue e convergenza uniforme, si estenono alla classe delle funzioni misurabili
con la convergenza quasi ovunque. Infatti dai teoremi di approssimazione per funzioni e per
misurabili, si ottengono seguenti teoremi: il primo direttamente, il secondo utilizzando anche:
Separazione con funzioni continue dei chiusi: - se ¢ € A € R" sono un chiuso ed un
aperto, allora vi & una funzione continua su R" che vale 1 su C e vale 0 su R\ A.

- Se poi C' ¢ compatto puo essere scelta una funzione continua eguale ad 1 su C' e nulla al di
fuori di un altro compatto (contenente C).

Teorema di Severini-Egoroff: la convergenza quasi ovunque di una successione di funzioni
misurabili e “quasi uniforme” sui limitati, cioe

uniformesui limitati di un insieme chiuso con complementare di misura arbitrariamente piccola.
Se le funzioni sono nulle al di fuori di un insieme di misura finita tale sottoinsieme puo essere
scelto compatto:

se f, : RN — R, n € N, sono misurabili, f, n:—:% f, allora:
n—oo

per ogni € > 0 vie C chiuso, my(RY \ C) <cee f, 7 f;

se inoltre my U {z: fu(z) # 0} | < +o00, si puo scegliere C' compatto.
neN
Teorema di Lusin: una funzione misurabile f € “quasi continua’, cioé coincide su un insieme
chiuso con complementare di misura arbitrariamente piccola con una funzione continua su RY
con norma uniforme non maggiore di quella di f.
Se la misura dell’insieme ove f € non nulla ¢ finita, si possono scegliere una funzione continua
nulla fuori da un compatto, e il sottoinsieme di coincidenza compatto:

se f: RY — R ¢ misurabile, allora:

dato € > 0 vi sono C chiuso, my(RY \ C) <ee ge C(RY) per cul f|, = g, sup|g| < sup|f];
RN RN

se inoltre my ({z : f(z) # 0}) < +o0,
si possono scegliere C' compatto, e g nulla al di fuori di una altro compatto.



11.2: L’integrale di Lebesgue

I1.2.1 L’integrale di Lebesgue per funzioni non negative - Se o(x)zz agxn, () >0,

keN
e o-semplice, eventualmente infinita, si definisce, convenendo che oo -0 = 0,

/a(x)d;r: = /a(x)dxl codry = Z arm(Ey) € [0; +o0].

keN
- In particolare  my(F) = /XE<£L‘)d£L’1 ...dxy.

- Se f e misurabile a valori reali estesi non negativa si definisce

/f(:v)d:p = /f(x)dml...da:N = inf{/a(w)dm: o> f, o num. sem.} € [0; +00).

- Se F'€ My si pone /f(x)dx :/f(x)XE(x)dx, f sidira sommabile su E se /f(x)dx < +00.
E E
- Se F = (Fy,...,F,), ¢ misurabile con componenti non negative sommabili, si definisce

I'integrale come vettore con coordinate gli integrali delle componenti.

Osservazione: o(x) = ZakXMk (x) > 0 reale, si esprime come o(z) = kaxffl({vk}) () con

vo =0, ve>vk_1: {vk k=0 = Im f\{0}. Percib/ o(z)dx :Z(Uk_;,_l —vg)m({x: f(x)>vg).
Teorema sull’integrablita. Se f, g > 0 sono misurabili non negative a valori [0; +00] si ha:

il- /f(:r)d:v =0seesolose f=0q. o, my({f >0})=0. Se m(E) =0 si ha /Efd:v = 0;
- se /f(a:)dm < +oo allora f < +oo quasi ovunque, my({f = +oo}) = 0;

iil- “affettamento” codominio /f(x)dm = /0+00m ({z: f(z) > v}) dv;

iiil- se p € R, f > pg q.o si ha /(f(x) — pg(z))dx = /f(x)dx - p/g(m)dx;

ivl- monotonia f > g q. o. se e solo se /Ef(x)dm > /Eg(m)dcc per ogni £ € My,

Numerabile additivita Se E, € My, h € N, E, N E, =0, h # k, ed f & non negativa,
allora: / flz)dz = Z / f(z)dz.
U

heN En En
Teorema di Beppo Levi di convergenza monotona Se f,.1(z) > f,(x) > 0 & una succes-
sione crescente di funzioni misurabile non negative, allora / fo(z)de — / (lim fn(az)> dx.
n—oo n—oo

Teorema 4: misura dei grafici e sottografici
- Se +oo > f > 0 & misurabile il suo grafico in RNt & (N + 1)-nullo.

- Una funzione +o0o > f > 0 & misurabile se e solo se {(z,y) € RN x [0;+00) : y < f(x)}, il
suio sottografico non negativo in RV*1, ¢ in My,.

- Nel caso /f(x)da:l dz, = mys ({(z,y) € RY x [0;+00) : y < f(2)}) .
Dimostrazione: FT 22.



11.2.2 Sommabilita ed integrabilita
Ir| + 7
2 )

Parte positiva e parte negativa - Per r € R si pone r* = max{r,0} = r- =

(—r)t = max{—7,0} = —min{r,0} = —MQ_ T, sitha: r=rt—r= |r|=rt4+r".
- Se ¢ ¢ una funzione a valori reali estesi ¢ (x) = max{¢(z),0}, ¢~ (z) = max{—¢(x),0}.
Funzioni integrabili e funzioni sommabili - f misurabile a valori reali estesi si dice inte-

grabile secondo Lebesque su E € My se almeno una tra f* e f~ & sommabile su F;
- si dice sommabile secondo Lebesque su E se entrambe [T e f~ sono sommabili su E:

[E fl)de — /E @)z — /E (2)ds.

-Se F = (F,...,F,), ¢ misurabile con componenti sommabili, si definisce 'integrale come
vettore con coordinate gli integrali delle componenti.

Osservazione: diversamente dall’integrale di Riemann di funzioni limitate e di semplice inte-
grabilita in senso generalizzato, in questo caso |f| ¢ sommabile se e solo se f lo e.

Teorema sulla sommabilita. iS- Se f ¢ integrabile /f(x)dx =0seesolose f=0q.0,;

iiS- invarianza per traslazioni se f ¢ integrabile, e v € R" si ha / flo+z) / f(x

/f Jdz € R se e solo se | f| < 400 quasi ovunque, my({f =400 0 f = —o0}) =0;
iiiS' - Le funzioni sommabili su £ formano uno spazio vettoriale indicato con L'(E),
- (linearita integrale) /(f(a:)+pg(:1:))dx = /f(a:)da: + p/ g(z)dz, p R, f, g € LYE),
E E B
- / | f(z)|dz definisce una seminorma su L*(E);
E

iiiS? - Le funzioni f con |f]* € L'(F) sono uno spazio vettoriale indicato con L?(E)

/ f(x)g(x) dx definisce per f,g € L%(E) un prodotto scalare semidefinito;

ivS- se f, g € L' allora max{f(z),g(x)}, min{f(z

(z),g(x)} € LY, proprieta di reticolo;
- vale la disequaglianza triangolare: ‘/f(x)dx’ < /|f(a:)|d:v;

- se f, g sono integrabili allora f > ¢ q.0. se e solo se VE € My / f(z)dz > / g(x)dx;
E E

Numerabile additivita - Se E,e My, heN, E,NE,=0, h#k, E= U Ey,, feL'(E), allora:

heN

/U Z r)dr. Quindi /f d:zc+/f )da— n fz)dz

heN Eh heN Eh AUB B

Teorema di Lebesgue di convergenza dominata Se f,(z) ¢ una successione di funzioni
integrabili, g € L1(F), se:

- vi ¢ meN per q.o. z€E per ogni n>m si ha |f,(z)| < g(z) (famiglia di funzioni dominata)

- per quasi ogni = € E esiste il limite f,(z) — f(z),

allora /fn Ydr —— f )dx e/ | fr (2 x)|de —— 0.

n—o0 n—0o0

Teorema di completezza Gh spazi L1(E) e L2(F) sono completi con le rispettive seminorme.



I1.3 Integrali dipendenti da parametri: - usando il “teorema ponte”, FT n.8, per i limiti
di funzioni tramite successioni, il teorema di convergenza dominata si puo formulare in versione
“continua’.

- Ne seguono i criteri di dipendenza continua degli integrali da parametri con ipotesi di con-
tinuta solo nel parametro a patto di avere per la variabile di integrazione una stima dall’alto
indipendente dal parametro. Analoghi i criteri di differenziabilita di integrali (cfr. FT 9).

Proposizione 9: - sia f = f(z,p) : RY x D = R, D C M spazio (quasi) metrico
- Dato p° di accumulazione per D, se p.q.o.  si ha f(z,p) — f(x), e per 0 < d(p,p°) <r
p—p

la funzione x — f(z,p) & misurabile allora f(x) & misurabile;
- se inoltre p.q.o. z si ha |f(z,p)| < g(z) con g sommabile allora anche f lo ¢ e

[ fapar— [ sy
p—p°
Proposizione 10: - sia f = f(z,p) : RY x D - R, D = I C R™.

0
i-Sem=1,seperpéec D la funzione x — f(z,p) € misurabile, e p.q.0. = esiste a—f(m,p),
p

allora x — —=(z,p) € misurabile;

dp

- - se inoltre per p° € D si ha che x — f(z,p") ¢ sommabile, e se

0
a—g(fc,p)' < g(z) € L,
lp—p°| < r, allora anche f(z,p) ¢ dominata per tali p e /f(x p)dzx & derivabile per tali p con

d f(z, / (x
dp p)d dp p)d

ii - Se m > 1, se per p € D la funzione = — f(x,p) & misurabile, e p.q.0. x esiste a—(x,p),

allora z — (x,p) & misurabile;

i

- - se la funzione z — f(x,p) & sommabile e p.q.o. z si ha

0
—f<x,p+eit>>\ < glw,p), 1t < T

con x — g(x,p) sommabile, allora le f(:r p + e;t) sono dominate per tali t, e [ f(x,p)dx ¢

_ [9f

d
! Op;

derivabile parzialmente rispetto a p;

(z,p)dz.

Corollario: Sia f = f(x,p) : RN x D — R, D=DCR™ se
- x — f(z,p) & sommabile per ogni p,

-p— f(x,p) & CY(D) per quasi ogni =,

- e dato p per qualche r > 0 sup 0 (x, y))' < g(x), con g sommabile,
ly—pl<r | ODi
allora
of
pr—>/f z,p)dr ¢ CYD = %(x,p)dx.

Convergenza monotona: - per il teorema di Beppo Levi valgono analoghi criteri.
- Per esempio se per quasi ogni x si ha che f(z,t) > 0 & crescente [decrescente| in t € (to—r;tp)
[t € (to;to+7)] parametro reale, misurabile in x per t # t, fissato, allora gli integrali per ¢ 1 ¢,

[t | 1] convergono all’integrale di lim 1 f(x,t) [ lim f(z, t)].
thty tt]



III: Collegamenti con l’integrale di Riemann e le funzioni continue

Teorema 5 - Se f limitata ¢ Riemann integrabile su un segmento limitato allora e Lebesgue
sommabile e gli integrali coincidono.

- Se f € Riemann integrabile su tutti i segmenti limitati chiusi che non includono i punti intorno
a quali e illimitata, allora ¢ assolutamente integrabile in senso improprio se e solo se ¢ Lebesgue
sommabile e gli integrali coincidono.

- Una funzione reale di variabile reale ¢ Riemann integrabile su un segmento chiuso e limitato
se e solo se l'insieme dei punti ove non e continua,

{z: (yh@ f(x)} = U ﬂ {z: sup fly) — f(2)] > %}, ¢ Lebesgue nullo.

1
kEN neN (y,2): ly—z|<s, [2=a|<;

Teorema della media integrale Sia K C RY compatto e connesso (per archi). Se f a valori
reali € continua su K, e D C K misurabile, allora

vi & 2° € K per cui f(z?)

Dimostrazione: Se p = infy, f e M = supy f, per monotonia dell'integrale:
- umy (D) = / inf fdr < / flz)dz < / sup f dz = Mmy(D).

p K D D K

- Per Weierstrass vi sono z# € K, 2™ € K per cui pu= f(2*) =ming f, M f( My = maxy f.
- Sia quindi 7 : [0;1] — K un cammino per cui v(0) = z* e (1) = z™. La funzione
foy :[0,1] — R ¢ continua: per il teorema del valore intermedio vi ¢ 7 € [0; 1] per cui

1
fly(r) = (KO D) Kme(iC)diC

Si ottengono quindi i teoremi di approssimazione degli integrali di Lebesgue di funzioni continue
con somme di “volumi” di rettangoli (base per altezza);

Proposizione 11: approssimazione esterna

siano DCRYN chiuso limitato, ed f continua su D.

Per ogni successione R,,, n € N, di famiglie finite di N-rettangoli RY,..., R , chiusi, con
interni disgiunti, per cui DC U™ CU" =: RU---UR% ﬂ U"=D, Joax diam(R}) %0
neN

e per qualsiasi scelta di z*" € R? N D, si ha:

f@"™m(RyND) + ... + f@®™")ym(R} ND) — f(z)dx

n—oo D
Raffinando un tale argomento si ottiene:

Proposizione 12: approssimazione interna
-se D C RN & aperto di misura finita, f & sommabile su D ed uniformemente continua su D,

- ose f e sommabile, continua e limitata su D,

- oppure se D & un qualsiasi aperto, f € uniformemente continua su D, f > 0,

pur ammettendo che [ f(z)dr = +oo,

D
allora:
per ogni successione R,, n € N, di famiglie finite di N-rettangoli RY,..., R} , chiusi, con
parti interne disgiunte, per cui U" = RY U --- U Ry C Urtt C D, e U ur = D,

neN

,ax diam(R}) — 0, e per qualsiasi scelta di z*" € RY, si ha

flat™m(RY) + ...+ f@""m(Ry,) —— [ f(a).

n—oo D



Alcune dimostrazioni

Monotonia del volume elementare: se S C T sono rettangoli cartesiani N-dimensionali
ve(S) < wve(T).

Dimostrazione: S = x5, I; CT = xNJ; = Vi, I; C J; = Vi, {(I;) < (J;) = ve(S) < ve(T).

Omogeneita del volume elementare: ve()\R) ])\|Nve(R)

Invarianza per traslazione del volume elementare: ve(x + R) = ve(R).

Dimostrazioni: immediate dalla definizione.

Monotonia della misura esterna: se £ C F C RY allora m*(E) < m*(F).

Dimostrazione: ogni ricoprimento in rettangoli cartesiani di F' ricopre anche E: ’estremo in-

feriore su una famiglia piu piccola e pit grande.

Numerabile subadditivita della misura esterna: se £ C U E, alloram™(E) < Z m*(E
neN

Dimostrazione: siano RF, k € N, una successione di rettangoli cartesiani che ricoprono F,,,

n € N, per cui ZkeN ve(RY) < m*(E,) 4+ 5, con ¢ > 0. La successione a due indici di

rettangoli Cartesiani R J(k,n) € N x N, ricopre E. Quindi per definizione:

) < Z Z ve( Rk < Z m* )+ 2e.  Essendo ¢ arbitrario si conclude..
n=0 k=0
Omogeneita della misura esterna. m*(AE) = | A\|¥m*(E).

Invarianza per traslazione della misura esterna, e teorema 2 iv): m*(x+ E) = m*(FE).
Dimostrazioni: immediate dalla definizione e dalle omoolghe per i volumi elementari.
Teorema 1lviim:unioni numerabili di misurabili: £, € My, n € N = JE, € My.
Dimostrazione: E, € My,n € N: datoe > 0visono A, D E, aperti per cui m*(A4,\E,) < 5.
Percio |J A, 2 U FE, e apertoe |J A, \U E,. C U(A,\ E,). Quindi per monotonia e numerabile
subadditivita m* (JUA, \UE,) <m* (J(A, \ E,)) < 2e.

Lemma 1: - se S ¢ un rettangolo cartesiano, dato ¢ > 0, vi sono rettangoli cartesiani SDOS ,
aperto, S C S chiuso, per cui ve(S) < ve(S) < ve(S) < ve(S) + 6 < ve(S) + 20.

- Inoltre possono essere scelti con vertici di coordinate diadiche 2, m, n € Z.

o
Dimostrazione: La si espone per S essendo per S del tutto analoga.
I numeri diadici % sono densi in R quindi, per 1 > ¢ > 0, se S = x¥[a;;b;], £; = b; — a;, si
trovano 2N numeri diadici d; < D; per cui d; < a; < b; < D;, a; —dym, D; — b; < €, e si pone
S = x¥ (d;; D;). Siha ve(S) = val( d) < TIX (6 +2¢) = [TV, € + 2¢p = ve(S) + 2ep,
con stima grossolana p < N(max¢; + 2)N Si sceglie € in modo che 2ep < 4.

Rettangoli cartesiani diadici: si dicono rettangoli cartesiani diadici i rettangoli cartesiani

con vertici a coordinate diadiche 2%, m, n € Z: (Qn, cee 2n) + xN, [0 L, } k;e€Z, L; € N.

2%7 7271

Corollario 1: - mj(F)=inf {Z ve(R¥) : B C U R*, R* rettangoli diadici aperti }
k=1 k=1
Dimostrazione: Sia R una successione di rettangoli cartesiani che ricoprono E.

Per § > 0 si considerano rettangoli diadici aperti RF D R" con ve(R*) < ve(RF) < ve(RF) + 2.
Essi ricoprono E, e m*(E) < Zve(ék) < Zve(Rk) + 20.

Approssimazione esterna con aperti: - m*(E) = inf{m*(Q) : Q D E, aperto}, £ C R":
- Teorema liiim: quindi i nulli sono misurabili.

- Visono 4, D A,11 2 E, n € N, aperti per cui m* (ﬂ An) =m*(E).

Dimostrazione: - dato ¢ > 0, vi sono R¥, k € N rettangoli cartesiani aperti che ricoprono F
per cui Zve(Rk) < m*(E)+e¢e. Sipone Q = Q. =: |JRF esso ¢ aperto e per definizione di

misura esterna e per sua monotonia: m*(Q) < Y wve(R*F) <m*(E) +e <m*(Q) +e.



-Pern € N sipone A, =Q;N---NQ1: sono aperti contenenti £ con

1 n—oo
m*(A,) <m*(Q1) <m*(E) + L, percio m*(E) < m* (ﬂA > )+— 2% mt(E).
Lemma 2, commensurabilita diadica: - dato pu € Z, posto @ = [0 ,21M]N , 1 cubi diadici

ChlllSl = +Q, ke Z" . ricoprono R”, hanno interni a due a due disgiunti, e due di essi possono
aver Come intersezione solo una loro faccia di dimensione minore (cubica diadica).

- Per un numero finito di rettangoli diadici vi e p € Z per cui per m > u , posto Q) = [ LN

soml
ogni rettangolo della famiglia & unione di un numero finito di traslati diadici di Q, = o+ Q.
Dimostrazione: basta scegliere u € Z maggiore degli esponenti di tutti i denominatori delle
coordinate dei vertici dei rettangoli della famiglia finita.
Osservazione: grazie a questa puntualizzazione e allinvarianza per traslazione della misura
esterna e del volume elementare, si riducono le proprieta di additivita a problemi di conteggio.
Corollario 2: i-se RC T 'U---UTX, R, T, ..., T¥ sono rettangoli diadici allora

ve(R) < ve(T") + - - - 4 ve(TK).
ii-Sepoi ROT'U---UTX ¢iT" hanno interni a due a due disgiunti allora

ve(R) > ve(T") + - - + ve(TK).
Dimostrazione: - sia p € N per cui 2% = u sia unitd di misura comune per i lati dei 7" e di R.
Senza perder in generalita si assume che i rettangoli siano chiusi.

- Si ha che R ¢ unione finita di 1percub1 Q' = vl + [0;ul™, ..., QM = vy + [0;u]V diadici,
con interni disgiunti: R = a + x¥,[0; Liu] = %N, [a;;a; + Liu], Ly € N, [a;;a; + L] =
la;;a; +u) Ula; +uya; +2u] U---Ula; + (L; — Du;a; + Liu): M =[] L.

- Per invarianza per traslazione si ha ve(R) = [] Liu = Mu = ve(Q") 4 - - - + ve(QM).

i - D’altronde ogni 7" N R, essendo contenuto in R, e unione di una sottofamiglia Qi?, ce Qilflwh

degli stessi cubi e ve(T") > ve(Th N R) = ve(Q1) + - - - + ve(Q'm) = M"u.
- - Poiche ogni Q7 1 < i< M, e contenuto in almeno un T" si ha la tesi: M <> M".
ii - Se poi T" = T" N R e hanno interni a due a due disgiunti ogni Q1< z’ < M, & contenuto

al pitin un T, e si deve avere M > 5" M": ve(R) = uM > uZMh Zve ().

h=1
Teorema 1 ivm: misurabilita e misura dei rettangoli cartesiani.

I rettangoli cartesiani N dimensionali sono My misurabili e ve(R) = my(R).
Dimostrazione: - un rettangolo cartesiano R e unione del suo interno A, misurabile poiche
aperto, di un sottoinsieme F' della sua frontiera contenuta in un’unione finita di sottospazi
(N — 1)-dimensionali, percio nulla. Quindi F' ¢ misurabile. Unione di misurabili & misurable.
- Immediato ¢ m(R) < ve(R): si usa il ricoprimento fatto dal solo R: R® = R, R* =0, k > 0.
-La diseguaglianza opposta ¢ essenzialmente equivalente a ve(R) < > ve(RF), per R C |J RF.
- - Siusail lemma 1. Sia R* una successione di rettangoli cartesiani diadici aperti che ricoprono
R, e R C R, un rettangolo diadico chiuso con ve(R) < ve(R) < ve(R)+4. Basta mostrare che

R) <> wve(RY).

-- Ora R, k € N, sono un ricoprimento di aperti del compatto R. Come provato in F'T 8 vi
e sottoricoprimento finito del ricoprimento numerabile di aperti del compatto.

-~ Quindi R C R°U... R¥, dal corollario 2i ve(R) < ve(R")+ - +ve(RK) < 3720 ve(RF).
Corollario 3: se R, R*, k € N, sono rettangoli cartesiani con R = |J R¥, ¢ ve(R) < >~ ve(R¥).
Dimostrazione: il volume elementare coincide con la misura esterna.

Lemma 3: per ogni n > 0 si ha

o0
m*(F) = inf Z ve(Q"): EC U Q", Q" ipercubi cartesiani aperti con lato minore di 7,
h=1

}.



Dimostrazione: - per il corollario 1 sia {R*},cn un ricoprimento di rettangoli diadici per il
quale la serie dei volumi elementari approssima m*(E) per meno di p: m*(E) > > ve(RF) —

- Per il lemma 2 siano ipercubi Q¥, 1 < i < h; di lato minore di 2 che suddividono RF
in modo diadico e cartesiano e con interni a due a due disgiunti, per cui per il corollario 2:

hy
E) > Zve(Rk) —p = Z Zve(@f) —p > m*(E) — p. Per il lemma 1 si considerano
N kEN keN i=1
QF D QF aperti con lato minore di 7 e volumi arbitrariamente vicini a quelli di Q¥.

Lemma 4: se m* (U Eh) = Zm*(Ek) per ogni n € N allora m* (U Eh) = Zm*(Ek)
k=0 k=0 k=0

k=0
Dimostrazione: per monotonia m* U E, | >m* (U Eh> = Z m*(Ey) == Z m*(Ep).

Corollario 4, numerabile add1t1V1ta sul distanti:

Se inEf dist(z, E) > 0, h # k € N, allora m” (U Eh) = nh_{&m (U ) Zm Ep).

xELp
h=0 h=0
Dimostrazione: - Basta mostrare la finita additivita. Per induzione: base 1ndutt1va 0 =

inf,cp dist(z, F) > 0 = m*(E U F) = m*(E) + m*(F). Basta m*(E'U F) > m*(E) + m*(F).
- - Dato € > 0 sia Q", h € N ricoprimento di £ U F, in cubi cartesiani con lati di lunghezza
minore di n =: \/Lﬁ in modo che la massima distanza tra due suoi punti sia meno di d:

- - quindi le due sottofamiglie dei Q", quelli che intersecano E, e quelli che intersecano F', sono
disgiunte e devono rispettivamente ricoprire £ ed F' quindi per definizione di misura esterna
m (B)+m (F) < > ve(@)+ > ve(@Q") =) ve(@Q")

QrNE#0 QrNF#0
Per il lemma 3, passando all’estremo inferiore su {Q"},en cubi di lato minore di 1 la tesi.
- Gli E}, h € N sono distanti a coppie, induttivamente si ha che FyU- - -UE,, e distante da E,,;1:
per il punto precedente m* (Uy s En) = m* (Uy—o En) +m*(Epy1) = m*(Ey) +- - +m*(Epy).
Teorema 1vm: i chiusi sono mlsurablh
Dimostrazione: - ci si riduce al caso di chiusi limitati: poiche unione numerabile di misurabili
¢ misurabile se i C'U B(Og~,n), n € N fossero misurabili lo sarebbe anche C'.
- Sia quindi C' compatto , siano A, = {x : dist(z, C) < =5}, R\ A = {z : dist(z, C) > =5}
Per la diseguaglianza triangolare sono limitati, e A, ; C A,,. Poiche z +— dist(z, C') & continua:
gli A, sono aperti. Poiche C' & chiuso () A4, = {z : dist(z,C) =0} = C.
- Poiche se 0 < dist(z,C) < ﬁ vi ¢ k > n per cui k+r2 < dist(z,C) < k+r1, si ha,
essendo C' ChIUSO, A \ C = Uk>n Ak \ Ak+1 U2h2n Agh \ A2h+1 U U2h+12n A2h+1 \ A2(h+1) .
- - Per la diseguaglianza triangolare gli Ay, \ Agyq1 sono distanti a coppie, come lo sono gli
A2h+1 \ Ag(h+1). Pertanto m* (U2h2n Agh \ A2h+1) = ZQth m* (Agh \ A2h+1)7 (S
m* (U2h+12n Aspir \ AQ(thl)) = Z2h+12n m’ (A2h+1 \ A2(h+1))'
- Ora Ap \ C & limitato quindi ha misura finita, quindi per monotonia i suoi due pezzi
U2h20 Aoy \ Agpyr € U2h+120 Agnt1 \ Ag(ny1) hanno misura finita per cui le due serie a ter-
mini non negativi 22}120 m* (Ao \ Agpi1), € Z2h+120 m* (A2h+1 \ Ag(h+1)) sono convergenti.
- - Percio fissato € > 0 vi & n per cui le code delle serie dopo n sono minori di e:

Zzhzn m* (AZh \ A2h+1> + Z2h+1zn m* (A2h+1 \ A2(h+1)) < 2e.

- Concludendo A,, D C e aperto, e m(A,\C) < m*< U AQh\AQhH) —|—m*< U AQhH\AQ(hH)) -

2h>n 2h+1>n

= Z m* (Agn \ Aony1) + Z m* (Asnir \ Aongn)) < 2e.

2h>n 2h+12>n




Teorema 1vim: il complementare di un misurabile e misurabile.
Dimostrazione: - sia E € My, e A, 2 E, n € N, aperti con m*(A4, \ E) < 1. Posto A =J A,
si ha per monotonia m*(A \ E) < % per ogni n € N, quindi A\ F & misurabile perche nullo.
- Ora J(RY \ 4,,) C RV \ E ¢ unione numerabile di chiusi quindi ¢ misurabile.
- Quindi RN\ E=(A\E)U(RN\ A) = (A\ E)UJ(RN\ 4,) ¢ unione di misurabili.
Per le leggi di De Morgan ne segue subito:
Teorema 1lviim: intersezione numerabile di misurabili £,e My, neN = (| E,eMy.
Teorema 1vim: differenza di misurabili £, F € My, = E\ F=En (RY\ F) € My.
Teorema 1viii: prodotto di misurabili F€ M, FEMy = EXFE My, n.
Dimostrazione: - I rettangoli cartesiani in RM®*¥ sono tutti e soli quelli del tipo S x T con S
e T rettangoli cartesiani rispettivamente in R™ e in RY, e vey /(S x T) = vep (S)ven(T).
- Siano E € My, F € My. Per n € N, poiche intersezione di due misurabili & misurabile,
En(—=n;n)™ € My, FN(=n;n)Y € My. Poiche unione numerabile di misurabili & misurabile,
se per ogni n € N fosse (—n;n)" ™ NE x F = ((—m;n)™ x E) N ((—n;n)Y x F) € Masn
sarebbe anche E' x F' € M, n. Ci si riduce al caso in cui E ed F' sono limitati.
- Dunque si assume E C (—n;n)™, F C (—n;n)V.
- - se A, B sono aperti rispettivamente in R™ ed R, lo sono anche A x RY ¢ R x B in
RM+N e quindi anche A x B=A x RYNRM x B.
Dato € > 0 per misurabilita di F ed F' visono A C RM e B C RN aperti (—n;n)” D ADE,
(—=n;n)N D B2 F per cuimy(A\ E) <&, my(B\ F) <e.
- Siano S*, h € N, e T*, k € N successioni di rettangoli cartesiani rispettivamente M ed N
dimensionali per cui A\ E C |JS", B\ F CUT*, con 2 > > vep (S"), 26 > > ven (TF).
--AXB\ExF=(A\E)xBUAX (B\F)CUS"x (—m;n)N U (—n;n)M x T* =

C U, (8" x (=n;n)M) U, ((=n;n)M x TF).
- Per monotonia, numerabile subadditivita uguaglianza tra volume elementare e misura esterna
My n(AXx B\ Ex F) <3, vepn (S x (=nyn)™N) + 3, venrn ((—nyn)™ x TF) <

< 2e((2n)N + (2n)M).

Caratterizzazioni dei misurabili iic: M € M se e solo se
iic: per ognie >0vie C CRY chiusoper cui CC M C A, e miy(M\C)<e.
Dimostrazione: - ic = iic : se M € My anche RN \ M € My per cui dato € > 0 vi ¢
A D R\ M aperto per cui ¢ > m*(A\ (RY\ M)) = m* (AN M) = m*(M\ (RN \ A)):
RY\ A C M ¢ chiuso.
iic = ic : se M verifica iic, passando ai complementari RN\ M € My, quindi anche M € M y.
La dimostrazione del seguente lemma, per approssimare in misura gli insiemi di misura finita
con i limitati, si basa sull’ “affettamento alternato”, come quella per la misurabilita dei chiusi.

Lemma 5: se M € My conm*(M) < +oodatoe > 0vie K € N: m* <M\B(6RN,K)> <e.

Dimostrazione: se M € My con m*(M) < 400, posto B(GRN7TL)7 n € N, si considerano le
due successioni di insiemi a due a due distanti {M N Bopio\ Bopt1 bhen € {M N Bapi1 \ Bop rhen-
- - Si ha per monotonia e per il lemma 4: +oo > m*(E) > m* ({U;_o M N Bopy2 \ Bops1) =
> on_om* (M N Bapys \ Bapy1), analogamente +oo > m*(E) > > ¢ m* (M N Bapy1 \ Bay).
Quindi dato e > 0 vien € N: m* (Up—,, M N Bopy1 \ Bap) = > o, m* (M N Bapyy \ Bap) <€
e m* (Up—,, M N Bapio \ Bopg1) = Y e, m* (M N Bopyo \ Bops1) < €.
- - m*(M \ BQn—H) S m* (UZO:n MN Bzh+2 \ th+1) + m* (U;z“;n-i-l MN th_H \ th) S 2¢.
Lemma 6: Se C e K sono disgiunti, C' & chiuso e K e compatto per una distanza d allora
klgff( dist(k, C') > 0.

Dimostrazione: per definizione infye g dist(k, C') = inf{d(z,y) : x € K, y € C} = inf,ex dist(z, C),
e sempre per definizione dist(z, C') = inf cc d(x, y).



- Essendo y + d(x,y) continua (per la diseguaglianza triangolare |d(z,y) — d

anche x — dist(z,C) & continua: sia ¢, € C, n € N, per cui d(z,¢,) < d

dist(z, C') — dist(z,C) = dist(z,C) — d(z,¢,) + £ < d(z,¢,) — d(2,¢,) + = <

analogamente per dist(z, C') — dist(z, C'). Per il teorema di Weierstrass vi e ky €
infre i dist(k, C') = mingeg dist(z, K) = dist(ky, C) > 0,

poiche kg & C, in quanto K NC = (), e C & chiuso.

Caratterizzazioni dei misurabili: M € My se e solo se

ilic: M =N U UICn, N & N-nullo, i K, € K41, n € N, sono compatti.

ive: nel caso my (M) < +oo, per ogni € > 0 vi sono Ry, ..., RK N rettangoli cartesiani con

m?V(MA(R1 U - URK))

- iic = tiic : siano C,, € M, n € N, chiusi per cui m(M \ C ) < 9

- - Sipone N' = M\ UCn: si ha per monotonia m(N') < (M \ Cy) per ogni n € N, quindi

m(N) < =5 per ogni n € N, percid m(N) = 0.

- - Per il lemma 5, dato £ > 0, per ogni n € N vi & u, € N per cui m(C,, \ B(Opw, fin)) < =.

271,
- - Si sceglie fin41 > pn, n € N, in modo che I'unione delle palle dia tutto RY.
--Sipone K, =C,NB (ORN,,un) C M: e limitato e chiuso poiche intersezione di due chiusi.

z&?/-\
Q

x>

0

Infine si pone IC,, = K; U ... K, che &€ compatto essendo unione finita di compatti.
- - Si ha, poiche le palle di raggi j,, n € N, invadono RY, che U K, = U Ch.
neN neN

- ittc = ic : immediato poiche i compatti sono chiusi quindi misurabili, i nulli sono misurabili
ed unione numerabile di misurabili ¢ misurabile.

- ic = dvc : dato € > 0 per il lemma 5 sia R per cui m(M \ B(0g~,R)) < ¢

Pongasi Br = B(Ogrw, R).

- H = M N By € misurabile limitato, percio vi sono: C' C H chiuso, quindi compatto, per cui
m(H\ C) <e,ed AD H aperto m(A\ H) <e.

- Poiche z — dist(z, RN \ A) & continua, C' compatto, R" \ A chiuso, e C'N (RN \ A) = 0, per
il lemma 6 vi & min{dist(z, RN\ A):z € C} =4 > 0.

- Per il lemma 3 sia R*, k € N, cubi aperti con lato minore di T che ricoprono il compatto
C per cui > ve(R*) < m(C) + ¢e. Avendo lato cosi piccolo si ha anche | J R¥ C A. Quindi vi ¢
un sottoricoprimento finito C' C R°U--- U RE =: .

- - Da una parte m (H\ J) <m(H\ C) <e.

- - Dall’altram (U\H) <m(A\ H) <e.

- Quindi m(M\J) <m(M\ H)+m(H\U) <2cem(U\M) <m(J\H) <e.

Conviene prima di proseguire con le proprieta dei misurabili, dimostrare preliminarmente la
proprieta obiettivo: la numerabile additivita della misura esterna per succesioni di misurabili
a coppie disgiunti. Il lemma 5 giuoca un ruolo chiave.

o0 o0
Teorema 2: iii - se B, € My, ExNE, =0, k# h alloram (U Ek> = Zm(Ek);

k=1 =
Dimostrazione: la dimostrazione consiste a diversi passi di riduzione:

a) ridursi ad un’unione di misura finita: grazie alla numerabile subadditivita della misura

esterna se m (U Ek> = 400 anche Zzozl m(Ek) = +00;

k=1
b1) ridursi ad un’unione disgiunta di misura finita di un numero finito di misurabili: lemma 4;



b2) ridursi ad un’unione disgiunta di due misurabili disgiunti: ¢ la base indittiva del passaggio

n+1 n
induttivo U B, = U EyUE,1;
k=0 k=0

c¢) ridursi a due misurabili disgiunti di misura finita e limitati: per il lemma 5, dati € > 0 e
E, F € My con ENF =0, vie K € N per cui m (E\B(ﬁRN,K)) . m <F\B(6RN,K)) <e
- Quindi per subadditivita

m (B0 B(Ogy, K)) +2 > m (B0 By, K)) +m (E\ By, K)) > m(E),

m (F N B(0gw. K)) te>m (F A B(0gy. K)) +m (F \ B(Ox, K)) > m(F);
- - quindi m (E N B(Ogx, K)) +m (E U F N B(0gw, K)) > m(E) + m(F) — 2¢;

- per monotonia d’altra partesiha m (E U F)) > m ((E N B(Ogy, K)) U (F N B(Ogx, K)));

d) conclusione: siano F, F € My limitati con ENF = (), dato € vi sono C C E, K C F

chiusi quindi compatti per cui m(E \ C) < e, m(F\ K) <e.

- - Non solo C N K = () ma per compattezza di C' e di K, lemma 6, C' e K sono distanti. Per

monotonia, per additivita sui distanti, corollario 4, e subadditivita:
m(EUF)>m(CUK)=m(C)+m(K)>m(E)+m(F)—2c>m(EUF) — 2¢.

Si deducono quindi i teoremi di convergenza monotona e dominata:

Teorema 2:

iiibis- (convergenza monotona) se £y C Ejy1 € My allora m(E}) h—> m (U Ek)
—00
kEN

iiiter-(c. dominata) se By C E' € My, my(E) < oo alloram (U Ek> —m (ﬂ U Ek>
n—o0

k>n neN k>n

o0 00
iiiquater- (numerabile subadditivita ) se Ej € My, allora m (U Ek> < Z m(Ey);

k=1 k=1
Dimostrazione: iiibis- (convergenza monotona) se Ey C Ey1 € My si ha che Eyyq\ Ex € My
e U E,=FEyU U Exi1 \ Eg, che & un’unione disgiunta.

kEN kEN
- - Se per qualche & € N ¢ m(Ey) = 400 la misura dell'unione per monotonia ¢ infinita, e la

serie anche. Quindi si suppone m(Ejy) < +oo per ogni k € N.

- - Percid m (U Ek> =m(Eo) + > m(Ex1 \ Br) = m(Eo) + lim > m(Epa \ Ey) =

keN k=0 k=0
per additivita sui disgiunti essendo le misure finite = m(Ey) + lim Z[m(Ek+1) —m(Ey)| =
n—roo
k=0

=lim [m(Ey) + m(E1)—m(Ey) + m(Ey)—m(Ey) + -+ + m(En_l)—n;(En_g) +m(E,)—m(E,_1)]=

n—oo
somma “telescopica” = lim,, o, m(E,).

oo

iliter- (convergenza dominata) sia U,, = U Ej I'unione delle “code”: U, € My e U,11 C U,.
k>n

--Siha D, =:E\U, € My,e D, C D, 1, e per convergenza monotona

JLHSOME\U,,,):m(U (E\Un)).

neN



- - Per additivita sui disgiunti m(E) = m (E '\ U,) + m(U,), ed essendo gli addendi finiti ha

senso fare le sottrazioni m (E'\ U,) = m(E) — m(U,) = m(E) —m (U Ek)
k>n

- - Inoltre U,,en (E\Un) = E\ Npen Un = E\ Nyeny Uisn Ers ed ancora per additivita e
finitezza delle misure le sottrazioni sono ammesse m ((J,cn (E\ Up)) = m(E)—m (N,en Uren Ey).

Quindi m(E) — T}Lrgom (U Ek> =m(E)—m (ﬂ U Ek>

k>n neN k>n
iliquater - la numerabile subadditivita segue direttamente dall definzione di misure eterna. Il
senso del punto iiiquater ¢ dedurla direttamente dalle proprieta: di non negativita della misura,
di o-algebra dei misurabili e dalla numerabile additivita.
- - Per prima cosa dalle proprieta di algebra e dalla semplice additivita segue la monotonia: se
AC Be My anche B\ A€ My em(A)+m(B\ A) = m(B) essendo la misura di B\ A non
negativa m(A) < m(B).
Se Ej, sono misurabili lo sono anche U, = EyU ---U E,,. Inoltre gli S,11 = U1 \ U, C E,q1,
So = Uy = Ejy sono misurabili e disgiunti e si ha U E, = U S,,. Per numerabile additivita e

keN neN

monotonia m (U Ek> = Zm(Sn) < Zm(En)

keN
Approssimazione interna con compatti dei misurabili: Se £ € My allora
m(E) = sup{m(K) : K C E, compatto};
vi sono quindi K,, C K,,41 C E, n € N, compatti per cui m (U Kn> =m(E).

Dimostrazione: - per iic siano C,, C E, n € N, chiusi per cui m(E \ C),) < n+r1 1

A maggior ragione se D,, = C1U---UC,, C D, C E, per monotonia, m(E \ D,,) < T

- Si ha per additivita m(E) = m(D,,) + m(E \ D,,) per ogni n € N. Quindi passando al limite
per n — oo, per convergenza monotona sul primo addendo, e poiche per costruzione il secondo
m(E\ D,) < 5, ¢ infinitesimo , si ottiene m(E) = m (U,en Dn)-

- Sipone K,, = D,NB(0gw,n) C E: sono compatti perché limitati e chiusi, inoltre K,, C K41,
e poiche le palle scelte invadono RY si ha |, . Kn = U,,en D

- per convergenza monotona limy, . m(K,) = m (U,en Dn) = m(E).

Teorema 2: vii - (continuita per traslazioni) Ee My, m(E)<oco = m (EA(E + h)) — 0.

h—0, N
Dimostrazione: - dato € > 0 sia A O E aperto , K C F compatto per cui .
my(A\ E), my(E \ K) <e. Pertanto my(A) —e < my(E) < my(K) +¢.
- Posto p =: mingcg dist(k,0A) > 0 (lemma 6), se |h|lgy < psi ha K + h C A per cui
E\(E+h) C A\ (K + h). Per monotonia per ogni |h|lgy < p:
-my(E\(E+h) <my(A\ (K +h)) <my(A) —my(K+h) =my(A) —my(K) < 2.
- Analogamente per (F + h) \ E.
Caratterizzazioni dei misurabili: M € My se e solo se
ve: Misurabilita o la Caratheodory: per ogni F C RN: m*(F) = m*(F\ M) +m*(F N M).
Dimostrazione: ic = vc : sia F C RN qualsiasi ed M € M. Per subadditivita della misura
esterna se m*(F) = +oo l'eguaglianza ¢ vera.
- Sia quindi m*(F') < +o0. Per subadditivita basta mostrare m*(F) > m*(FNM)+m*(F\M).
- Dato € > 0 per le proprieta di approssimazione esterna ed interna dei misurabili, vi sono:
A D M, aperto, e K C M, compatto, per cui m(A\ M) < e, m(M \ K) < e. essendo
A\ K = (A\ M)U (M \ K) per subadditivita si ha m(A\ K) < 2¢,



-F\MCF\K=(F\AU(FNA\K), FNMCFNA=(FNK)U(FNA\K),
- - per subadditivita e monotonia della misura esterna e per costruzione:
m*(F\A)+e>m"(F\A) +m*(FNA\K)>m*(F\K)>m"(F\M),
m*(FNK)+e>m*(FNK)+m*(FNA\K)>m*(FNA)>m*(FnNM), sommando
m*(F\A)+m"(FNK)+2>m*(F\M)+m*(FNM);
- - poiche¢ K (compatto) ed RY \ A (chiuso) sono disgiunti, per il lemma 6 vi &
gél}l{l dist(k,RY \ A) =: § > 0, a maggior ragione ZellgléK dist(z, £\ A) > 6 > 0. Per monotonia
e per il corollario 4, numerabile additivita della misura esterna sui distanti:
m*(F)+2s>m*(F\A)UFNK))+2e=m"(F\A) +m*(FNK)+2 >

>m*(F\ M)+m*(FnM).
ve = ic:sia M C RN per cui vale per ogni altro F' C RYN: m*(F) = m*(F\ M) +m*(FNM).
- Per approssimazione esterna con aperti della misura esterna per ogni n € N vi sono successioni
di aperti A¥ D M N B, k € N, per cui m* ((en AF) =m*(M N B,,).
- - Essendo M U B,, limitati hanno misura esterna finita: m* (. A%) = m*(M N B,) < +oo.

- - Per costruzione, per ipotesi, con F' = (), .n AF e per monotonia si ha m*(M N B,) =

m (Mrenw An) = 1" (Mien A% \ M) +m* (Myen A VM) =m0 (New An \ M) +m*(MNB,);
- - essendo le misure finite si pud sottrarre m*(M N B,) ottenendo 0 > m* ((,cn A \ M),
quindi per non negativita della misura esterna deve essere m* (ﬂkeN AFN\ M ) =0,n € N.

- Quindi essendo di misura nulla ogni (o A% \ M, n € N, anche la loro unione numerabile
Unen Nien A% \ M 1o &, e quindi & misurabile .

- - Poiche intersezione numerabile di misurabili & misurabile e gli aperti A% n, k € N, sono
misurabili, anche gli (),cn A%, n € N sono misurabili. L'unione numerabile di misurabilil &
misurabile: (J,on Npen A% ¢ misurabile.

- Si ha Upen Mien A5 2 M = (Upen Mien A5) \ (Unen Nien A\ M): differenza di due

misurabili € misurabile.

Teorema dell’immagine: data f : RN — R continua, se trasforma insiemi nulli in insiemi
nulli allora trasforma misurabili in misurabili.

Dimostrazione: - sia f continua che trasformi nulli in nulli. Dato A € My si osserva che
f(A) = U f(AN B(ﬁRN,n)), se gli f(AN B(@Rw,n)), n € N, fossero misurbili f(A), loro

neN
unione numerabile, lo sarebbe. Ci si e ricondotti al caso di insiemi misurabili e limitati.

- Se A & misurabile e limitato per ogni ¥ € N vi & un chiuso C, C A per cui m(A\ C,) <
ed inoltre, passando alle unioni finite, C), C C,1.

- - Essendo A limitato ogni C, e compatto,

- - essendo m(A) < +o0, cfr. ii) e iliquater) misura, si ha m(A \ U C,) = Vh_g)lo m(A\C,) =0.
- Quindi A =M U UC’,, con m(M) =0 e C, compatti:

flA) = f(M)ul, f(C,), per ipotesi f(M) ha misura nulla, ed essendo f continua gli f(C,)

sono compatti. Pertanto f(A) & misurabile essendo unione numerabile di misurabili.

1
)

Proposizione 5: le funzioni localmente Lipschitziane, da R" in se, trasformano nulli in nulli.
Dimostrazione: - sia f localmente Lipschitziana: per ogni R vi ¢ L per cui se |z|, |y|] < R
allora |f(z) — f(y)|lry < L]z — y|g~. Per la diseguaglianza per componenti (cfr. FT 2) cio
equivalente ad usare, invece delle palle euclidee, gli ipercubi cartesiani (cfr. FT 3): per ogni R
vie L = V/NL per cui se |z = maxi<i<y |2;] < R, |ylee < R allora
(@) = FWlew < VNL|z — ylew.

- Se Q ¢ un ipercubo cartesiano di lato 2), Q = v +[—X; AV, ed f & lipschitziana, con costante
L che domina i rapporti incrementali, si ha f(Q) € f(v) + VNL(Q — v), poiche: = € Q ¢
|z — v]ge < A quindi |f(z) — f(v)]e < VNL|z — v|pe <V NL, ovvero



f(a) € fv) + [-VNLX VNLAN = f(v) + VNL(Q — v).
Dato una ipercubo Q = v+[—\; A]V si pone Q = f(v)+VNL(Q—v) = f(v)+[—VNLX; VNLAV.
- Se M ¢ nullo dato p > 0, per il lemma 1, vi & una successione Q", h € N, di ipercubi N-
dimensionali per cui M C |J, Q" e Zve(@h) <p.

--Siha f(M) C U, F(Q") C U, Qn e si ha ve(Qp) = (LVN)Nve(Qy): f(M) ¢ ricoperto
dall'unione degli ipercubi Qp,, e Zve(@h) < (VNL)N Zve(@h) < (V'NL)Np.
- Per l'arbitrarieta di p > 0 si ha m*(f(M)) = 0.

Prodotti di misure esterne: prima parte Adottando la convenzione 0 - oo = 0:

-mi n(E X F) <m}(E)-my(F), per ogni E C RM, FF C RY;

- se e vera l'eguaglianza per i limitati ¢ vera in generale.

Dimostrazione: - per i rettangoli cartesiani I'identita vale per definizione di volume elementare
e la sua coincidenza con la misura esterna.

- Si mostra my, (E)my(F) > mi n(E X F):

--semi(E), mi(F) < 4o0: siano S", h € N e T*, k € N successioni di rettangoli cartesiani
che ricoprono rispettivamente E ed F, e per cui m};(E) +¢& > Y vey(S") e mi(F) +¢ >
S wven (TF). Siha che la successione S" xT* h € N, k € N di rettangoli cartesiani in R ri-
copre B x F. Quindi: m},;(E)miy(F)+e (my,(E) + my(F))+e? > >, verr(S™) S, ven (Tx) =
>3 S venin(S" x T*) > miy,, v (E x F), essendo le misure finite, per ¢ — 0 la tesi.

- - Una delle misure dei fattori & infinita e l'altra nulla, e.g. my(F) = 400 e my(F) = 0
(0 - 00 = 0): basta mostrare, per monotonia, che R* x F ha misura nulla. Ma RM x F =
U[=n;n]M x F e, per il punto precedente, [—n;n|” x F hanno misura nulla.

- Si prova che se l'eguaglianza ¢ vera per i limitati ¢ vera in generale. Per la diseguaglianza
appena provata basta supporre mj,, y(E x F') < 4-00.

- - Si ricoprono RM e R¥ con successioni cubi di lato unitario e interni disgiunti a coppie, e.g.
rispettivamente con @ + [0; 1], @ € ZM e 7+ [0; 1], ¥ € Z¥. Si numerino in modo iniettivo
i ricoprimenti di RM con {B,,}men (basi), e di RN con {A, }.en (altezze).

- - Dato € > 0 per ogni By, A, siano B, C B, A, C A° ipercubi chiusi (lemma 1), con
min dist(z, dB,,), min dist(z,dA,) > 0 (lemma 6), € mas(Bm \ Bm) < . my(A,\ A,) < 5

z€Bm €A, 2
- - Per monotonia della misura esterna, osservando anche che (E x F )ynU,U,, Bm x A, =
U, U, (ExF)N (B, xA,), (ExF)N(BxA)=(ENB)x (FNA):
myan(E X F) > mjy n (Un U, (EN B,) x (FnN An)> = per numerabile subadditivita su i
distanti della misura esterna (corollario 4)
= 0D MiraN ((E N B,) x (FN An)> = per assunto essendo I'identita
vera sui limiati

=3 S mi, (BN By)mi(FNA,) > essendo le misure sui By, e sugli A4,
finite

>3, o (g (BN By) + 55) (mi(F AL + 55)

=3, (my(FNA) + 5) S, (mi (BN By) + =)

=0, my(FNA)+2) (>, my(ENBy,)+2) > per numerabile
subadditivita delle misure esterne
> (my(F) + 2¢)(m}, (E) + 2¢).
Teorema 2: vi- (prodotto di misure ) £ € My, FF € My: myym(EXE) = mpy(E)my(F).
Dimostrazione: - si da una dimostrazione diretta indipendente dalla validita dell’identita su
tutti i sottoinsiemi, che sembra conveniente dedurre dal teorema di Tonelli (FT 22).



- Per quanto appena provato si deve solo provare myyy(E X F) > mpy(E)my(F) nel caso
in cui i misurabili £ ed F' siano limitati. Si usa la definizione di misura esterna. Grazie
all’approssimazione in misura dei misurabili con compatti contenuti, si possono usare ricopri-
menti con un numero finito di cubi cartesiani, per convenienza. Convengono ricoprimenti con
ipercubi diadici M + N dimensionali per avere anche che le loro proiezioni su R” ed RM o
coincidano o siano con interni disgiunti (“incolonnati e allineati”).

- - Siano E € My, F € My contenuti rispettivamente in [—n;n]™ e [-n;n|¥, n € N, in
particolare con misure finite. Sia ¢ > 0 arbitrario.

--Siano H C E, K C F compatti per cui my(H) +¢ > mpy(E) e my(K) +e > m(F). Si ha
che H x K C E x F & compatto in RM*Y e per monotonia my; n(H x K) < myn(E x F).
Per il corollario 1 vi € una successione R™, m € N, di rettangoli diadici aperti, per cui
maan(H X K)+e > > vepny(R™). Per la proprieta di sottoricoprimenti finiti di aperti per
compatti vi e v € N per cui H x K C RU---U R” e a maggior ragione myr,n(H X K)+¢ >
U€M+N(RO) + -+ U@M_HV(RV).

- - Essendo RY,... RY diadici per il lemma 2 vi & u € N per cui tali rettangoli sono reticolati
da traslati diadici di T = [0; &1 = [0; Z]" x [0; &]".

- - Si eliminano quelli che non intersecano H x K. Sono ancora un ricoprimento in cubi diadici
con egual lato di H x K. Pertanto non solo hanno interni a due a due disgiunti ma le proiezioni
su R™ e su RY di due tra essi sono ancora ipercubi diadici di egual lato, rispettivamente M
ed N dimensionali, che quindi, avendo tutti lati uguali, o coincidono o hanno interni disgiunti.
Per questo motivo, essendo inoltre H x K un prodotto cartesiano, il prodotto cartesiano tra la
proiezione su RM, “base”, di uno di tali essi, e la proiezione su R, “altezza”, di un qualsiasi
altro tra essi ¢ ancora nel ricoprimento. Si numerano (inettivamente) tali proiezioni: su RM
con O, 1 <i <1, equelle su RY con @7, 1 < j < J, ottenendo una numerazione (iniettiva)
O x ) del ricoprimento in cubi con parti interne disgiunte a coppie.

- -1 " sono un ricoprimento in cubi di H e i @’ un ricoprimento in cubi di K. Quindi:
mM+N(E X F) +é Z U€M+N(RO) + -+ U€M+N(RV) 2 mmy+nN (RO U---u RV) 2

> marsn (U Ujo O x @7) = S, 5 vear(Cven (@) =
= iy ven (C1) S, ven (@) = my(H)m (K) > (ma(E) — ) (my(F) —e).

Vale la pena introdurre due proposizioni che sono la base per ottenere gli stessi risultati con
approcci diversi. Si usano suddivisioni diadiche. Per il primo lemma si usa la misurabilita dei
rettangoli. Il secondo teorema e indipendente dalla nozione di misura, ed ha interesse generale.
Lemma 7: se R* ¢ una successione di rettangoli cartesiani con interni a due a due disgiunti

m (U Rk) = Zve(Rk).
k=0 k=0
Dimostrazione: - per definizione m ({ ;= R¥) < Y32, ve(R¥). Va mostrato che

m (Uil BY) = 2202, ve(RY).
- Ci si riduce al caso di unioni finite: per monotonia m (UZO:O Rk) >m (Uszo Rk>. Se per
K K
ogni K € N fosse m (UkK:() Rk) > 3" ve(RF) si avrebbe m (U;—, R¥) > 3 ve(R*) passando
k=0 k=0

al limite per K — oo si avrebbe la tesi. )
- Si usa il lemma 1: siano R¥ C (RFY diadici chiusi ve(R") < ve(RF) + 5; basta provare

R K . .
m (Uf:o R"“’) > kz_jofue(Rk), RF diadici con interni a due a due disgiunti.

- Si usa il corollario 1: siano S”, h € N una successione di rettangoli diadici aperti che ricopre
il compatto (chiuso e limitato) | Ji_, R*. Sia S', ..., S™ un sottoricoprimento finito.



--Gli s"n Rk sono rettangoli cartesiani diadici ricoprono ogni k¥, e sono contenuti in S”:
K H

Zve (S") > Zve (8") > corollario 2ii > ZZUG (S" N R*) = ZZUG (S" N R*) >

h=0 k=0 k=0 h=0

corollario 2i > Zve Rk). Passando all’estermo inferiore su {S"},cn per il corollario 1 si
k=0

ottiene m (U,ﬁio ]%’“) > S8 ve(RY).
- Ricapitolando, per ogni d > 0: m ([U;—, R¥) > m (Uszo Rk> >m (UkK 0 Rk> > S8 ve(RF) >

> ZkK:o ve(RF) — 6 LN S e ve(RF) — 6.
NOTAZIONE: - Q la famiglia numerabile degli ipercubi cartesiani chiusi di lato unitario e
vertici in ZV (coordinate intere): m + [0; 1], m € Z¥. Sia Q; quella ottenuta dimezzando i
lati dei precedenti, cioe la famiglia degli ipercubi cartesiani chiusi di lato % e vertici in %ZN
(con coordinate del tipo £, k € Z): 2 +[0; 3], m € ZV.
- Infittendo questi ret1coh via via dlmezzando i lati dei cubi della famiglia precedente (o
diradando, raddoppiando i lati), per n € Z sia Q, lafamiglia degli ipercubi cartesiani chiusi di
lato 2% e vertici in Q%ZN (con coordinate del tipo Qn, keZ): g +0; 2n] ,meZN neN .
Proprieta del reticolato diadico: - I cubi di Q,, hanno interni a due a due disgiunti:

dato z € RY se x ¢ interno ad uno di tali cubi allora per ogni 1 <i < N & & < x; < %, e
[2%, %) k € Z sono una partizione di R.

—SeQEQneQGQn+m,n mENalloraoQCQoQoﬂQo 0:

a meno di traslazioni si assume Q [O, TiM] ora () = 2—n + [O, 2n] , h € ZV & unione di

traslati diadici di Q del tipo 2n+m —|—Q, kezN (di “passo” 5i) a coppie con interni disgiunti:

ontm
0 Q e uno di questi o ha interno disgiunto da questi e quindi da Q.
Teorema di tassellamento diadico: dato v € N, ogni aperto non vuoto di R" & unione di
una successione di ipercubi cartesiani diadici chiusi con parti interne a due a due disgiunte e
lati minori di 2%
Dimostrazione: - Sia A C R aperto non vuoto, si procede induttivamente come segue:
- - sia 8o = {Qf }ren € Q,, numerata in modo iniettivo, eventualmente vuota, la famiglia di
ipercubi chiusi di @, contenuti in A. Analogamente &7 = {Q]f}keN C Q,11, la famiglia di
ipercubi chiusi di @, contenuti in A ed interni disgiunti da ogni cubo di Sy;
- - induttivamente: pern € N sia S,,.1 = {Qﬁ +1}ren la sottofamiglia di Q,,4,41, eventualmente
vuota, numerata in modo iniettivo, di ipercubi chiusi di Q,,,.1 contenuti in A e con interni
disgiunti da ogni cubo di Sy U---US,.
- - Si noti che per costruzione QF e Q" hanno interni disgiunti, se m # n o h # k.
- Sia infine § = {Qﬁ}:gﬁ = UnenSn- 1 Q% n € N, k € N, sono tutti cubi diadici chiusi
contenuti in A, e hanno interni a due a due disgiunti e posson esser messi in successione.
- L’unione degli elmenti di S ¢ I'intiero A, in particolare per qualche n € N ¢ S,, # 0:
- -sia x € A, essendo A aperto vi ¢ v > 0 per cui B =: B,(z) C A. Le coordinate di z
possono essere approssimate con numeri diadici, e quindi vi ¢ un punto z a coordinate diadiche
arbitrariamente vicino ad z in modo che vi sia un cubo diadico cartesiano () € Q,, di centro z,
non solo contenuto in B C A come si desiderava, ma a cui appartiene anche x.
- - Si considera quindi m,, il minimo n € N per cui vi e Q € Q,4,, che verifica le due condizioni
x € @ C A (possono esser piu di uno se  non ¢ interno). Per definizone di m, a nessun cubo
di SoU---USy,, 1 appartiene z. Se SoU -+ US,,, 1 = () banalmente @ € Sp,. Altrimenti se
Q€ SU---US,,, 1 non potendo essere z € @@ C @, per quanto provato in a) () deve avere
interno disgiunto da quello di ). Pertanto @ €S,



Corollario 6: dato v € N, ogni aperto non vuoto di R" ha una partizone numerabile costituita
da ipercubi cartesiani diadici semiparti e lati minori di 2%

Dimostrazione: si considerano i cubi semiaperti v + [0; L)Y con v + [0; L]V € S.

Corollario 7: Sia L lineare invertibile da RY e p > 0:

- ogni aperto di RY & unione di una successione di parallelepipedi N-dimensionali, del tipo
v+ pL[0; 1]V (simili e “paralleli”), chiusi con parti interne a due a due disgiunte;

- ogni aperto di R" ha una partizione numerabile costituita da parallelepipedi N-dimensionali,
del tipo v + pL[0; 1)™.

Dimostrazione: sia A un aperto non vuoto. Per continuita di L, si ha che L™! trasforma chiusi
in chiusi. In particolare L='A =: B & aperto.

- Sia quindi {@Q%},. ken un ricoprimento numerabile di B di ipercubi cartesiani chiusi con
interni a due a due disgiunti.

- - Poiche gli ipercubi cartesiani sono del tipo u + p[0; 1]V, {LQ%},. ken costituiscono un
ricoprimento numerabile di A in parellelepipedi N-dimensionali del tipo v + pL[0; 1], chiusi,
con interni a due a due disgiunti.

Osservazione: come per tutte le “successioni a due indici”, si numera S = {Q*},.en. ren esatta-
mente come si numerano le coppie di numeri naturali mettendole in tabella N xIN e numerandoli
sulle diagonali. E.g.: 0 — (0,0), 1+ (1,0), 2+ (0;1), 3+ (2,0), 4+— (1,1), 5~ (0,2),....
Se k — QF & iniettiva, ogni cubo di S & identificato una sola coppia di (n, k) € N2..
Caratterizzazione della misura di Lebesgue  Se p: My — [0; +00] soddisfa:

0)bis, p ([0; 1}N)<—|—oo, iii) numerabilmente additiva sui misurabili , iv) invarianza per traslazioni
allora & un multiplo di m,,. Precisamente:  pu(E) = p ([0;1]Y) - my(E), per ogni E € My.
Dimostrazione: a- Proprieta generali di u: per prima cosa si osserva che dall’additivita e dalla
finitezza di p ([0;1]") segue g ([0;1]Y) = o ([0; 1Y) + p(0), quindi p(0) = 0.

- - Quindi dall” additivita e non negativita segue che p € monotona: A C B € My: A € My,
B\ A€ My, sihapu(B) = pu(A)+ pn(B\ A) > u(A). In particolare x ([0;1)V) =: C,, < +o0.
- - Dalla numerabile additivita e monotonia di u, e dalle proprieta di o-algebra di My segue
la convergenza monotona di p. Come per la misura di Lebesgue (cfr. iiibis):

se B, C Fxi1 € Mysiha B \Ey € My e U b, = EOUU(Ek—i—l \ Ej), un’unione disgiunta.
Se per qualche k € N & u(Ejy) = +o00 per monotonia (| Ey)eé infinita, e la serie anche. Quindi
si suppone p(FEy) < +oo per ogni k € N: p (U Ek> =

= u(Ey) + E p(Ers1 \ Ex) = m(Ep) + lim E w(Exi1 \ Ex) = additivita e finitezza
n—oo
k=0 k=0

= p(Eo) + lim Y [u(Ei) — p(Er)] = lim p(E,).
k=0

b- Per ogni cubo diadico () semi-aperto del tipo 2% + [O; 2%”)]\], meZeke ZV . si ha

p(@Q) = (1Y) 27 = €2 = Cumiy(@) < +oo:
--se —n =m < 0, n € N, per numerabile additivita ed invarianza per traslazioni di p , poiche
0;2")" & unione disgiunta di 2" traslati di [0;1)" si ha u(Q) = C,27™N;
- - se m > 0 similmente, poiche [0;1)"Y & unione disgiunta di 2™V traslati di [O; QLm)N si ha
w(@Q) = CuQ_mN. Ma 27N = my ([O; %)N} m € 7, ed my e invariante per traslazioni.
c- Per il corollario 6 per o-additivita di p si ha per ogni aperto A C RY che u(A) = C,my(A).
- - Quindi per ogni compatto K si ha pu(K) = C,my(K). Infatti poiche vi & R > 0 per
cui K C B(Ogv,R) =: Bk, si ha C,ymy(K) + Cymy(Bg \ K) = Cymy(Bk) = u(Bk) =
P(K) 4+ pu(Br \ K) = p(K) 4+ Cymy(Bk \ K), essendo Bk e B \ K aperti e di misura finita.



- - Concludendo dato M € M y: per approssimazione con compatti in calM n vi sono K, C
K, +1CM, neN, compatti per cui pu(K,)=C,my(K,) = C,m(M). D’altra parte per conver-
genza monotona (K,) — p(M). In particolare C,, = p ([0;1)V) = 0 ([0; 1]V).

A titolo di esempio due corallari che mostrano l'incipit per rifare le dimostrazioni sulla base
del lemma 7 e del teorema di tassellamento:

Corollario 8: si ha daton >0

m*(E) = inf { Zve(@h) . EC U Q", Q" =" +[0;¢,]" ipercubi con lato £, minore di 7,
h=1 h=1

diadici, (Q"Y N(Q*Y =0se h#k ;.

Corollario 9, additivita sugli aperti: Se £/ e F sono aperti disgiunti allora
m(EUF)=m(E)+m(F).

Dimostrazione: per approssimazione interna con unioni numerabili di ipercubi ad interni a due

a due disgiunti, spezzando la serie dei volumi dei cubi in quella dei cubi che stanno in F e in

quella di quelli che stanno in F'.

Tornando all’iter dimostrativo scelto:

Osservazione: il fatto che per un rettangolo R cartesiano m(R) = ve(R), & un primo passo per
provare la proprieta v) della misura di Lebesgue m(L(E)) = | detL|m(FE), cfr. anche FT 22 :
se R e un rettangolo cartesiano N-dimensionale di lati L; > 0

Ly 0 ...0
0 Ly ...0

R = x¥ lag;a; + L] = a + . [0;1]Y = a + Diag(Ly, ..., Ly)[0;1]" si ha
0 ... Ly

quindi m(R) = ve(R) = Hf\il L; = detDiag(Ly, ..., Ly)my([0; 1]Y). Se ne deduce
Lemma 8: sia D = una funzione lineare diagonale da R” in se, identificata con la matrice
N x N associatale nella base canonica De; = d;e;, allora per ogni F C RV:

m*(DF) =|dy -+ dy|m*(F) = |detD|m*(F).
Dimostrazione: - se D non ¢ invertibile ha immagine un semispazio proprio di RY, che quindi
ha misura esterna nulla. Anche il suo determinante e nullo, e I'identita e stabilita.
- Come osservato un rettangolo cartesiano R con lati lunghi L;, 1 < ¢ < N, e il trasformato
del cubo unitario [0; 1] mediante diagonale, quindi, essendo diagonale la composizione di
diagonali, DR & un rettangolo cartesiano con lati lunghi |d;|L;:

m*(DE) =ve(DR) =[] |d;|L; =[] |d;| [ [ L;: = |detD|m*(R).
- - Assunta D invertibile ogni rettangolo cartesiano S € I'immagine di un rettangolo cartesiano
R mediante D, e dato FF C RV:

m*(DF) = inf{>_ ve(R*); DF C |J RF, ret. cart.} = inf{>_ ve(R*); F C |J D *RF ret. cart.} =
=inf{> ve(DD™'R*); F C|JD7'R* ret. cart.} =inf{>_ |detDjve(D'R*); F C|JD'RFr. c.} =
= |detD|inf{> > ve(D*RF); F C | D' R* ret. cart.} =

= |detD|inf{>" ve(S*); F C | S* ret. cart.} = |detD|m*(F).

Teorema 2: v - (formula dell’area) se L ¢ lineare da RY in s¢ allora:  m*(LF) = |detL|m*(F).

Dimostrazione numero uno: a- se detL = 0 ogni £ C RY LE & contenuto in un sottospazio
proprio di RY, che, grafico di funzione continua, ha misura nulla. L’identita ¢ stabilita.



- Si suppone |detL| > 0. Ci si riduce a parallelelpipedi L™'@Q con @ cubo cartesiano. Se per
essi fosse vera la formula dell’area, per il lemma 3 (cubi aperti) e il corollario 6 (cubi disgiunti):
m*(LE) = inf {Z ve(Q¥) : LE C J,en @QF, QF cubo cart. QFNQ" =0, h # k} =

= inf {Z ve(LL'QF) : E C U L1QF, QF cubo cart., Q" NQ" =0, h # k:} =

= |detL|inf {3 m(L'Q") : E C Uen L7'QF, QF cubo cart., Q" NQ" =0, h # k} =

= |detL|inf {m (UkeN L‘le) ' B C Upen L7'QF, QF cubo cart.,QFNQ" =0, h # k:} >

> monotonia |detL|m*(E).
Avendo cio si concluderebbe sostituendo L' ad L, ed LE ad E:

m*(E) =m*(L™'LE) > |detL™'|/m*(LE) = me_ltmm*(LE)‘
b- Un generico parallelepipedo P non degenere ¢ del tipo v + P[0; 1]V, con P matriceN x N
invertibie che come colonne ha i traslati nell’origine degli spigoli generatori. Per invarianza per
traslazione della misura esterna m*(P) = m*(P[0;1]"). Quindi se si provasse
m(P) = m*(P[0; 1Y) = [det Plm* (05 1)) = |detP],
a maggior ragione, per un cubo Q = u + [0;]N = u + £[0; 1]V, con P = £ - L™, si otterrebbe
ve(Q) = [|N = |detL||¢|N|det L7| = |detL||det(¢ - L=1)|m*([0; 1)) = |detL|m*(L71Q).

c- Il problema e ora squisitamente algebrico:
- - per D diagonale I'identita ¢ stabilita come osservato prime del lemma 8;
- - la riduzione di Gauss per colonne (con mosse: lo scambio di colonne e sostituzione di una
colonna la somma tra lei e un multiplo di un’altra, ovvero applicare alla trasposta la riduzione
per righe e trasporre il risultato) permette di trasformare una matrice invertibile in una matrice
triangolare inferiore senza zeri sulla diagonale, e conserva il valore assoluto del determinante.
- - - Per una tale matrice triangolare inferiore senza zeri sulla diagonale partendo dall’ultima
colonna e applicando le mosse di riduzione da destra verso si annullano le parti delle righe a
sinistra della diagonale. Si ottiene cosi una matrice diagonale senza zeri sulla diagonale e con
equal valor assoluto del determinante. Percio:

se per le matrici G, che moltiplicate a destra per un’altra danno le mosse
della riduzione di Gausse per colonne, vale m*(G[0;1]V) = |detG| = 1,
allora per ogni P matrice m*(P[0; 1]V) = |detP|.

Infatti la riduzione di Gauss per colonne corrisponde al prodotto a destra PG(1)...G(k)=
(D diagonale): si moltiplica a destra con k matrici del tipo K e S (e; = (1,0,...,0),...,e
t(O, ..., 1) la base canonica di RY, per colonne), di determinante in modulo equale ad 1:
P = (P...|PY)—=(P"...|P" + pP|colonma i - - - |PY)=P (e1] ... |es + piejleor. o - . -len) =
P,

=z
[

si ha inoltre (K**J)~'=K%"#J ancora di tipo K,
P— ( .. |Pj|colonna BRI |Pi|colonnaja s ) =P ( B |6j|colonna 1@ .. |€i|colonnaja s )) = PS
si ha inoltre S~!'=S ancora di tipo S.
Quindi P = DG(k),.'...G(1)7!, per cui se D'asserto fosse vero per le G si avrebbe:
m(P[0; 1]V) = m(DG(k)™'...G(1)71[0; 1]¥ = (lemma 8)
= |detD||detG(k)~] - - - - |detG (1)1 - m([0; 1]Y) = | detD| = |detP| .
-~ Per il tipo S = 'S = S~ I'eguaglianza ¢ immediata essendo |detS| = 1, e S[0; 1] = [0; 1]V.
- - Per le matrici di tipo K = K%*J detK = 1, K[0;1]" ¢ il parallelpido K con base B
Iipercubo cartesiano unitario N — 1 dimensionale, identificato dagli assi coordinati diversi dal
i°, altezza 1 (asse verticale ;) , e ultimo spigolo, trasformato di [0; 1]e;, parallelo a e; + pe;:
K =K"i=(l|e+ e, |colonna o - - - ), Ko = Z:Bheh + zi(e; + pej), v € [0;1]7.

h#i
Si tratta di dimostrare cioe my(K) = 1, come auspicabile.

Per provare m(K|[0;1]V) = |det K| = 1 si pud ricorrere direttamente alla definizione di misura.
Invece si usano 'invarianza per traslazione, la monotonia, ’additivita e il passaggio al limite.



- - - Ci si riduce al caso p > 0, utile anche per visualizzare il processo. Per invarianza per
traslazione m(K) = m(IC — e;), d’altronde la matrice R di riflessione rispetto all'iperpiano
z; =0 (z+— (...,j_1, =%}, Tj+1,...)) € diagonale R = (...|ej_1| — ejlej41]...), quindi per il
lemma 8 si ha anche m(K) = m(K —¢;) = m(R(K —e;)). Ma R(K —¢;) = R(K[0; 1]V —
ej) = RK[0;1]Y +e; = K7'0;1]": infatti se K = K" = (...|e; + p€jcolonna ia - - - ) allora
K1 =K% = (...|e; — pej|ecolomnaia - - - ), € per x € [0; 1] si ha R(Kz —¢;) =

=R (Z xpen + xej + xi(e; + pej) — ej) = Z xpep — vie5 + xi(e; — pe;) +ej =
h#i, j h#t, j
= Z anen + (1 —z5)e; + xi(e; — pe;) = K 'y cony = (... q, 1 — a5, m504,...) € [0; 1]V,

- - - Si “discretizza” KC con scalini rettangoli cartesiani di “base” congruente a B, “altezze” 2%
Tali scalini sono 2= (e; + pe;) + (e1] ... |5x€ ... len)[0;1]Y, 0 < h < 2" — 1: hanno interni
disgiunti a coppie, ed hanno comune misura 2% Quindi la loro unione U,, ha misura 1.
- - - L’intersezione ICNU,, & crescente: al passo (n+ 1)° la meta S superiore di uno scalino del
passo n° viene traslata “orrizzontalmente” con 5£=e; nella stessa direzione (1 > 0) di e;. Tale
traslazione ricopre I’eventuale intersezione di .S con K.
Inoltre |J, . K MU, D K°. Per convergenza monotona my (K NUy,) = my (K°) = my(K).
---Per0 < 2% < 1 la differenza simmetrica tra U,, e KC e contenuta nella differenza simmetrica
tra KC e il suo traslato K, =: K — 4-e;. In generale, per additivita, se le misure sono finite e:

m(AAB) =m((A\ B)U(B\ A)) =m(A\ B) +m(B\ A) =m(A) + m(B) —2m(AN B).
Per continuita per traslazione (teorema 2vii) della misura my(KAK,) = 0.
- - - Concludendo da una parte my(K) — 2my(K NU,) = —my(K); dall’altra
my(K) +1=2my(KNU,) = my(K) + myU,) — 2my(KNU,) = my(KAU,) =25 0:

per cui detK — my(K) =1—my(K) = 0.

Si esamina un’altra dimostrazione, meno “artigianale”, che usa risultati generali .

Lemma 9: sia O una funzione lineare ortogonale da RY in se, identiflcata con la matrice
N x N associatale nella base canonica ‘OO0 = OO = Idyy, allora per ogni F' C RY

m®(F) =: m*(OF) = inf {Z ve(R") : F C U 'OR", R* rettangoli cartesiani} =m*(F).
h=1 h=1

Dimostrazione: - si dimostra l'identita per F € My. La m® : My — [0; +oc] soddisfa:

m® ([0;1]Y) = m* (0[0;1]") < 400, poiche¢ O manda limitati in limitati, m®(z+F) = m®(F),
poiche m*(z+F) = m*(Ox+OF) = m*(OF) = m®(F), ed inoltre ¢ numerabilmente additiva,
poiche O e invertibile e Lipschitziana, e quindi manda disgiunti in disgiunti e misurabili in
misurabili, ed m* & numerabilmente additiva sui misurabili.

- - Per la carattrizzazione si ha per ogni F' € My che m*(OF) = m* (0[0; 1]) m*(F).

- - Con F misurabile non nullo per cui F' = OF (e.g. F la palla unitaria) si ha m* (O[O; l]N) =1.
- Per monotonia ed approssimazione esterna con aperti della misura esterna, basta dimostrare
I'identita sugli aperti, per cui e stata stabilita nel precedente passaggio essendo questi misurabili
- - vi & una successione di aperti A, D A,,1 D OF per cui m*(4,) —= m*(OF).

D’altra parte poiche m*(A,) = m*(O'0A,), ed essendo 'OA, aperti, avendo m*(O'0A,) =
m*(*OA,,) per monotonia m*(0A,) > m*(F). Quindi passando al limite m*(OF) > m*(F).

- - Sostituendo rispettivamente O con’O, ed F con OF si ottiene la diseguaglianza opposta.
Lemma 10, decomposizione singolare: ogni funzione lineare L da R” in s¢ si fattorizza
con L = ODQ, ove sono: O e Q ortogonali, e D diagonale non negativa (Q‘LL'Q = D?).

Teorema 2: v - (formula dell’area) se L ¢ lineare da R" in s¢ allora:  m*(LF) = |detL|m*(F).

Dimostrazione numero due: usando i lemmata 8, 9, 10.



Teorema: limiti quasi ovunque di successioni di funzioni misurabili
Siano f, : F — R, E € My, n € N, convergenti quasi ovunque ad un limite f. Comunque si
estenda f ad E si ottiene una funzione misurabile.

Dimostrazione: - sia N C RY per cui se # € N si ha fy(z) — f(x), n — oo. Si ponga
f(x) =0 per z € N. Si modificano le f,, su N ponendole anch’esse eguali a 0. Sono ancora
misurabili, e avendole cosi modificate per ogni x f,(x) = f(z), n — oo.

- Dato a € R poiche (—oc;a] = ) (—oo;a+ ﬂ siha: f~'((—oc;a]) = f* (ﬂ (_oo;a+ %D =

k>1 k>1
: gf1(<-oo;a+a>:Q{x:f@w%}:Q{%Ww%}:

:ﬂ{x;VmHhVnZh fn(><a+ +— } ﬂﬂUﬂ{ §“+%+%}’

k>1 k>1m>1heN n>h
che & misurabile per le proprieta di o-algebra di My e le ipotesi su f,.

Proposizione 11: siano D C RY chiuso limitato, ed f continua su D.

Per ogni successione R,, n € N, di famiglie finite di N-rettangoli RY,..., R} , chiusi, con

interni disgiunti, per cui DC U™ CU" =: RTU---UR} | U"=D,  max diam(Ry) —>0
neN
e per qualsiasi scelta di z*" € R? N D, si ha:

f@"™m(RyND) + ... + f"™")ym(R}, ND) — f(z)dz

n—oo D

Dimostrazione: - poiche le frontiere degli RY sono di misura nulla e le parti interne disgiunte:
/ fapo= > [ falds
1<k<K, Y FxND
-Per uniforme continuita di f su R dato ¢ > 0 vi & § > per cui se |z — yly < § allora
|f(z) — f(y)| < e. Per ipotesi si ha che vi ¢ v € N per cui se n > v, per ogni k tra 1 e K, e
r € RY si ha |27 — 2|y < diam(R}) < §. Pertanto
|f(x) — f(aP™)| <e,pern>vel <k< Ky, z€ R}
Quindi / flyde =% f@*)my(BEEOD) + ) (f(2) = f"") my(BEN D),
D

1<k<K, 1<k<K,
- ma il modulo dell’'ultima sommatoria (I’errore di approssimazione) ¢ minore eguale di

Z |f(z) — f(#®)my(RP N D) < e Z my(RE N D) < emy(D), “piccolo a piacere”.

1<k<Kn 1<E<Kn,



[B] per V.Barutello et al. Analisi mat. vol. 2;
[F] per N.Fusco et al. An.Mat. due;
[F'S] per N.Fusco et al. Elem. di An. Mat. due, versione semplificata.

Riduzione:

[F'S] integrali doppi su domini normali pagg. 201-214, integrali tripli su domini normali
pagg. 234-236;

[B] integrali doppi pagg. 461-477, (determinante 479), integrali tripli pagg. 487- 492, eser-
cizi (anche per combaimento di variabili e integrali di superficie) 495-513;

[F] integrali doppi e tripli su domini normali (371) 380-382, 386-390, 408-411, integrali in
piu’ variabili e funzioni continue pagg. 428-430, 438-442, un approccio diverso alla teoria di

Lebesgue pagg. (450) 464-467, 468, 471, 474, 475-478,, 481-489, 490-493, 495, 496, ‘497, 501,
502-506, 508-514.

Cambio di variabile:
[F'S] cambiamenti di variabile pagg. 224-233, 237-241, integrali su superficie pagg. 252-259;
[B] pagg. 262-264, 477-486, 492-508, 529, 536-540, 540-542, 557-560;

[F] pagg. 400-408, 411-414, 440-442, 444-448, 515-530, 557-560, 565-573, 579-581.

Integrali su superficie:
[F'S] pagg. 252-259, 224-226;
[B] pagg. 485-486, 536-540, 557-560;

[F] pagg.565-573, 579-581.



