Ingegneria dell’energia, A.A. 2020/21
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Quarto foglio di esercizi Bis

Domande di introduzione
Domanda 1 Se A, B, U sono sottospazi vettoriali per cui U @ A = U ¢ B allora dim A = dim B.

T+y = 0
Domanda 2 Si consideri in R* il sottospazio P definito da .
c—y+z+u = 0
a- Si determini A : R* — R* lineare per cui ImA = KerA = P.
b- Si scriva la matrice della A determinata.

Domanda 3 Sia T una matrice n x n triangolare superiore, con 0 sulla diagonale. Mostrare che
™ =0 M(n)-

Domanda 4 (cfr. domanda 10 del quarto foglio) Si considerino 7 e 7 i sottospazi di R? definiti
r+y+z = 0

rispettivamente da y 20 +y+32=0.
T+ 28 = 0

a- Determinare quali sono le funzioni L : R* — R? lineari per cui KerL =1, ImL = «?

b- Calcolare per una di esse la matrice che la identifica nella base canonica e quindi L? ed L3.

c- Vi sono tali L per cui, per ogni m, L™ non ¢ la matrice nulla?

d- In generale esprimere L™, m > 2, in termini di L2

/60manda 5 (cfr. esercizio 2 del quarto foglio) Data due matrici reali M € M(n,m,R), n x m,
L e M(m,n,R), m X n, per cui
per ogni x € R™, y € R" si abbia (Mz - y)rn = (- Ly)rm.

Si mostri che L = M.

X Domanda 6 (cfr. domanda 19b ed esercizio 2 del quarto foglio) (pseudo inversa di Moore-Penrose
nel caso di rango massimo)

Si consideri una matrice A € M(n,k,R), n x k, con k < n.

a- La matrice A!A, non ¢ mai invertibile.

b- La matrice ‘AA ¢ invertibile se e solo se A ¢ di rango massimo.

c- Se A ¢ di rango massimo la matrice A (fAA)~1!A dA la proiezione ortogonale su ImA.

* Domanda 7 (cfr. domanda 5 del quinto foglio) Quali sono le matrici M € M(n) per cui
a- per ogni N € M(n) invertibile si abbia M = NMN~!'?
b- per ogni altra N € M(n) si abbia NM = MN?
(sugg. trovare delle matrici che sicuramente soddisfano la condizione in b-. Quindi per rispondere

ad a- fare opportuni cambiamenti di base).

}omanda 8 (cfr. domanda 18 quarto foglio di esercizi) Sia T una matrice n X n triangolare superiore
con 1 sulla diagonale.
Provare che se per qualche kK € N, k > 1 si ha TF = Id p(ny allora T = Idp ).

omanda 9 Sia A una matrice n x n a coefficienti in K.
e visono a # b in K, per cui (A — al,un)(A — bl,xn) = Opxnp, allora:

K" = Ker (A — alxn) ® Ker (A —blpxy) e Ker (A — alpxn) = Im (A —bl,xn)
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* Domanda 7 (cfr. domanda 5 del quinto foglio] Quali sono le matrici M € M(n) per cui A\
XL < aperogi N e M) invertibile s abbia M = NMN™? PNl N =
b- per ogui altra N € M(n| si abbia NM = MN? ~Z —\
per 0g ) A TN
(sugg. trovare delle matrici che sicuramente soddisfano la condizione in b-. Quindi per rispondere T T
ad a- fare opportuni cambiamenti di base). — AT
Domanda § Siano U/, uno spazio vettoriale di dimensione finita n su K, ed f : U = U wn
endomorfismo lineare di U/ in sé . 51 provi che: £ U
la matrice associata ad f ¢ la stessa in ogni base di U R U 77, 4
_— 4 L-‘ v k‘ l L1 .
_ 94€°<3 B S,PP%OO?IP - ’_35 /I/ L g
= » f & un multiplo dell'identita su U QRM — /P&M
i.e. vie N€ K percul f(u) = Au, per ogniu € U, Hg

P esser utile fissare una hase di U e considerare quelle da lei oftemuta cambiando segno ad un suo
elemento e quindi pernutando 1 suoi elementi.|
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Domanda 9 Sia A una matrice n x n a coetficienti in K. ’/w /7/ b "Z)
Sewsm.ﬂ( per ¢l (A = alyn)(A = 0ixn) = Opny allora: _ Aintone

"= Ker (A - alyyn) ® Ker(A-blya) € Ker (A - alyyn) = Im(A = by) STPR
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Domanda 6 (cfr. domanda 19b ed esercizio 2 del quarto foghio) (pseudo tnversa di Moore-Penrose
nel caso di rango massimo)

Si consideri una matrice A € M(n,k,R), n x k, con k <n.

a- La matrice A4, non ¢ mai ivertible.

b- La matrice "AA & nvertibile se e solo se A ¢ di rango massimo.

¢- Se A & di rango massimo la matrice A (44)7*4 da la proiezione ortogonale su [mA.
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Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Quinto foglio di esercizi

Domande di introduzione

1 2 3 4
-1 2 6 -1
Domanda 1 Calcolare det 9 9 1 1
1 1 1 1
a b 3 4
Domanda 2 a- Calcolare det € 6
0 0 aa p
00 ~v ¢
Provare le seguenti identita
Ahxh th(n—h)
b- det = detA - detD.
Om-mxr  D@m—r)x(n-h)
Al wn | Buxhy - Bh, xny,
@) . A . B
c- det haxh s haxu = detA! - ... detd* con hy + -+ + h = n.
Othhl OthhQ R Aﬁkxhk

Domanda 3 Siano M = (M'|...|M") € M(n,n,K), x = (zy,...,1,) € K", b= (by,...,b,) € K"
per cui Mx = b.

a- (Cramer) Si provi, utilizzando il fatto che b = x;M"' + - -+ + 2, M™, e calcolando il determinante
della matrice M[b/M], ottenuta da M sostituendo b alla i® colonna di M

_det M[b/M]

- detM

b- Se M e invertibile allora per I'’elemento di riga :* e colonna j della matrice inversa vale la formula:

7

; 1
IV
<M )Z  det M

i+j A
(=1)"det M},
ove M}:/é la matrice (n — 1) x (n — 1), ottenuta da M cancellando la j riga e la i* colonna.

Domanda 4 (Determinante di Vandermonde: cfr. domanda 9 del terzo foglio di esercizi).

1 1 1 1 1
a- Calcolare det ( ), det| a b ¢ |,a, b ceC.
g 0 a®> b?



Domanda 3 Siano M = (M|... [M") € M(n,n,K), 2 =" (zy,...,2,) €K b =" (by,....b,) €K"
per cui Mz =b.

a- (Cramer) Si provi, utilizzando il fatto che b = 2, M" + -+ + z,M", e calcolando il determinante
della matrice M([b/M’), ottenuta da M sostituendo b alla i* colonna di M
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Ingegneria dell’energia, A.A. 2020/21
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Quinto foglio di esercizi Bis

Domanda 1 (cfr. domanda 3 del quarto foglio) Data una matrice M, n x n si definisce la matrice
aggiunta di M, la matrice di componente di i* riga e j* collonna:

(adjM)] = (=1)"det M},

Verificare che in generale (non solo quando M sia invertibile, d.3 quarto foglio) vale
MadiM = det M - 1d,,,.
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aq Ap—1 z
. ai a2
b- Dati a4, ..., a,—1 € C distinti, si consideri il polinomio P(z) = det . )
at™? ... a"? 2
gt as @y 2L
- Che grado al massimo ha P? - Chi ¢ il coefficiente del monomio di grado massimo?
- Trovare le radici di P e fattorizzarlo.
1 ... 1 1
aq ¢ A | Qp,
: - 2 2 2
c- Dati aq, ..., a, € C qualsiasi, provare det I S R e H(ai —a;).
. 1>]
n—1 n—1 n—1
ay Ap_1 Ay
d- Sia a = (aq, ..., a,) un riordinamento dei numeri 1, ..., n.
Provare che £(a) = segno[];. ;(a; — a;) conta la parita degli scambi per riportare (ay,...,a,) nel-
I'ordine naturale 1 < --- < n. [Si consideri il determinante di Vandermonte dei numeri (as, ..., a,)
nell’ordine e quello di (1,...,n).]
- Che dire se a = (ay, ..., ay,) sono solo alcuni dei numeri tra 1, ...,n, riordinati, ma con ripetizioni?

Domanda 5 Siano U, uno spazio vettoriale di dimensione finita n su K, ed f : U — U un
endomorfismo lineare di U in sé . Si provi che:
la matrice associata ad f e la stessa in ogni base di U
se e solo se
f € un multiplo dell’identita su U

i.e. vie X € K per cui f(u) = Au, per ogni u € U.

[Puo esser utile fissare una base di U e considerare quelle da lei ottenuta cambiando segno ad un suo
elemento e quindi permutando i suoi elementi.]

(%

{ R}OVA Domanda 6 Sia M una matrice 3 x 3 che in una certa base di R? rappresenta una rotazione per un
angolo convesso attorno a qualche retta per 'origine. Calcolare I’'ampiezza della rotazione in termini

CA SO del coefficienti di M.

Domanda 7 (Esercizio 1 del sesto appello 24 Luglio 2018) Sia A una matrice reale n x n per cui
A? —4A+31=0

ove I ¢ la matrice identica n x n e O quella nulla.

a- Calcolare gli autovalori reali e complessi di A. b- Dimostrare che A ¢ diagonalizzabile.
K\C ) Domanda 8 Dati due vettori u = ( Zl ) , U= ( 51 ) € R? si indichi con P(u,v) il parallelogram-
2 2

(Jl"V [y ma di vertici: Orz, u, v, u + v.
Identificando per colonne M (2,2, R) con R? x R? si consideri la seguente funzione “area orientata
1 SANLd un parallelogramma”, A°: M(2,2,R) — R
Ao (u, v) :{ area di P(u,v) se la rotazione seguendo I’angolo convesso di u su v € in senso antiorario ‘

— area di P(u,v) se tale rotazione avviene in senso orario
a- Si mostri in modo geometrico elementare che:
A°(Idyys) =1, A°(u + v, v) = A°(u, v + pu) = A°(u,v), A°(Au,v) = A°(u, Av) = AA°(u, v).
b- Si mostri che A° ¢ lineare per colonne (bilineare nei suoi argomenti).

c- Si mostri che A°(u,v) = det ( L )

U2 U3



Domanda 4 (Determinante di Vandermonde: cfr. domanda 9 del terzo foglio di esercizi).

1 1 1 1 1
a- Calcolare det , det a b ¢ |,a b ceC.
@ @ gt B et

1 1 1
(251 p—1 z
. o af thy 2
b- Dati ay,...,a,—1 € C distinti, si consideri il polinomio P(z) = det . .
n—2 n—2 n—2
ay : an_} z
n— n—] n—1
551 Op1 %
- Che grado al massimo ha P? - Chi & il coefficiente del monomio di grado massimo?
- Trovare le radici di P e fattorizzarlo.
1 1 1
ay n_1 Ay
. - 2 2 2
c- Dati ay,...,a, € C qualsiasi, provare det L = | |(a..; - a;)
: =]
n—1 n—1 n—1
a ap1 Gn
d- Sia a = (ay,...,a,) un riordinamento dei numeri 1, ..., n.
Provare che e(a) = segno[],. (a; — a;) conta la parita degli scambi per riportare (ay,...,a,) nel-
'ordine naturale 1 < --- < n. [Si consideri il determinante di Vandermonte dei numeri (ay, ..., a,)

nell’ordine e quello di (1,...,n).]

- Che dire se a = (a4, ..., a,) sono solo alcuni dei numeri tra 1,. .., n, riordinati, ma con ripetizioni?



Domanda 9 Si identifichi per colonne M(n,n, K) con K™ X , e X K™, e si denoti con (el,...,e")
la base canonica di K™.

Una funzione A : K™ X ,yoie X K™ — K, A(ul,. .., u") si dice:

- multilineare se fissati n — 1 argomenti e lineare nel rimanente.

- alternante se si annulla quando due argomenti sono linearmente dipendenti,

- normalizzata se A(e!,... e") = 1.

a- Se A ¢ alternante normalizzata, e o : {1,...,n} — {1,...,n}, 0, = o(i), allora

Ale?,...,e7") = segno[[, ;(0; — 0;) = det(e”, ... ,e™)
ovvero la parita del numero di scambi per riportare (oy,...,0,) in (1,...,n).

b- Il determinante ¢ ['unica funzione multilineare, alternante (rispetto le colonne viz. righe) e
normalizzata.






Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Sesto foglio di esercizi

NOTAZIONE: se M(t) ¢ una matrlce di fun21on1 m?(t) derivabili si ha:
. t _|‘ h t y / !

h—0 h v

Esercizio 1 (Regola di Leibniz per la derivata del determinante di una matrice di funzioni)

. t 1 0
a- Si calcoli la dervata rispetto a t di: det ( C(.jsi B smtt ), det | t2 2t 2
sint  cos B 32 6
b- Sia M(t) = (M'(t)|...|M"(t)), una matrice n x n di funzioni mJ(t) derivabili in ¢t € R, con
colonne nell’ordine M1, ... M™. Indicando con Mf la matrice (n — 1) (n — 1) ottenuta da M
toglindo la 7 riga e la j* colonna, provare che
(detM)" =

:}j@unwﬂ*mwﬂMﬁﬁn)

— Z Z H—] detM/

=1 j=1

=def tr [M'ade <M/ adJM >R”2 =def <M/ 2 COfM>Rn2

NOTA: il determinante di una matrice n X n puo esser considerato come un “prodotto in blocco” delle
n colonne (righe), essendo lineare per colonne (righe): se le colonne di M si indicano con M*, ... M™,
scrivendo in modo suggestivo detM = M*-- ... M™ si avrebbe quindi come per il prodotto di funzioni

(MM =) M (M) M

c- Se M(0) = I,,x,, provare che
detM(t) =1+t - trM'(0) + o(t).

Che dire, per M(t) generica matrice di funzioni derivabili in ¢, dello sviluppo di Taylor di detM ()
di ordine 1 e centrato in ¢t = 07

d- Se, data un’altra A(t) matrice n x n di funzioni (continue), si ha M’(t) = A(t)M(t), provare che
(detM (1)) = trA(t) - detM(t),  percui  detM(t) =d- el rA@ldr

Esercizio 2 Siano M(t), n x k, ed N(t), k x m, due matrici di funzioni derivabili.

a- Provare che (M(t)N(t)) = M'(t)N(t) + M(t)N'(t).

b- Se k = nele M(t) sono invertibili allora M ~!(#) ¢ derivabile e (M_l(t))/ = — M 't)M' ()M 1(2).

c- Trovare un esempio in cui (M_l(t))/ £ —M72t)M'(t), —M'(t)M2(t).

Esercizio 3 a - Sia M(¢) una matrice ortogonale di funzioni derivabili. Provare che ‘MM’ & anti-
simmetrica.

b - Si considerino i moti p(t), di egual rotazione uniforme attorno ad un asse fisso, per l'origine,
individuato dal versore v, ||v|| = 1, dati da p(t) = M (t)u, ove: le u sono le posizioni iniziali e M (t)
una matrice, di funzioni derivabili, per cui M (0) = Id. Provare che:

-*MM = Id, detM =1,

- in generale la matrice associata all’applicazione lineare L(x,y, 2) = (a,b,c) X (z,y,2) &



b a 0
- detto Q il vettore (costante) di velocita angolare, velocita = p/(t) = M'u = QxMu = Qxp(t), si ha

0 Q3
M/(t)tM(t) = Qg 0 —Ql 5
-y 0

-tM ed M’ commutano.

Esercizio 4 Data B € M(n,n) si consideri I'’endomorfismo L : M(n,n) — M(n,n) dato da
L(A) = BA.

a-Sen=2e B= (1) 1 ), si calcolino gli autovalori di L, le dimensioni dei rispettivi autospazi, e
si discuta la diagonalizzabilita di L.

b- In generale si provi che B ed L hanno gli stessi autovalori.

¢~ Si esprima il polinomio caratteristico di L in termini di quello di B,

[pud convenire identificare M(n,n) con R™, e quindi L con una matrice n? x n?.

- Trovare la relazione tra la molteplicita algebrica di un autovalore relativa a B con quella relativa
ad L.

Si provi che se B e diagonalizzabile anche L lo e.

d- Si provi che un polinomio annulla B se e solo se annulla L. Se ne deduca che se L ¢ digonalizzabile
anche B lo e.

f- Si provi che ogni autovalore ha molteplicita geometrica rispetto ad L eguale ad n volte quella
rispetto a B

[puo esser utile considerare un elemento di Ker (ul/dy — L) come funzione lineare da
R" — Ker (uldr» — B)].

Esercizio 5 Sia f : R" — R lineare non identicamente nulla, e vg € R"™ non nullo. Si definisce
I’endomorfismo lineare 7' : R — R™ come segue

T(x) = z + f(x)vy, z€R"
a- Per quali vy € R™ 'endomorfismo 7' ¢ diagonalizzabile?

b- Per quali e triangolabile? Si descriva come puo essere trovata una base rispetto alla quale la
matrice associata a T' ¢ triangolare superiore.

c- Si calcoli il polinomio minimo di 7.



Esercizio 1 (Regola di Leibniz per la derivata del determinante di una matrice di funzioni)

: t 1 0
. . . . ‘0st —sint
a- Si calcoli la dervata rispetto a t di: det ( ZJI; L;ﬂ ), det: | #2 28 2
o ‘ 3 3t* 6t
b- Sia M(t) = (M'(t)|...|M"(t)), una matrice n x n di funzioni m?(t) derivabili in t € R, con
colonne nell’'ordine M, ..., M". Indicando con f‘vi’;/‘/ la matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta da M
toglindo la i* riga e la 7* colonna, provare che

(detM) =
= “det (... MITH(MIY| M)
j=1

=) (ml)(-1)"detM)
i=1 j=1

=det tr [M'adjM] = (M- * (adjM)) ..

NOTA: il determinante di una matrice n X n puo esser considerato come un “prodotto in blocco” delle

=—def <ﬂf . COfﬂf’f}RﬂQ

n colonne (righe), essendo lineare per colonne (righe): se le colonne di M si indicano con M*, ... M™,
scrivendo in modo suggestivo detM = M*'-- ... M"™ si avrebbe quindi come per il prodotto di funzioni
(M. oM™ =) M (M) M

i=1

c- Se M(0) = I,,xn provare che
detM(t) =1+t -trM'(0) + o(t).

Che dire, per M (t) generica matrice di funzioni derivabili in ¢, dello sviluppo di Taylor di detM ()
di ordine 1 e centrato in t = 07

d- Se, data un’altra A(t) matrice n x n di funzioni (continue), si ha M'(t) = A(t)M(t), provare che

(detM(t)) = trA(t) - detM(t), percui  detM(t)=4d- ef ‘Al dr









Esercizio 2 Siano M(t), n x k, ed N(t), k x m, due matrici di funzioni derivabili
a{l,) TRovave M((L)
a Provare che (M(ENTE) = (NG + MOV~ /4 SIEAN) 2Hr

b-Se k= nele M{t) sonovertiilallora M(t) dervabilee (M ()) = - MM M),

e Trovave un esempio n cui () 'l(t))’ MM, -M M)






Esercizio 3 a - Sia M(t) una matrice ortogonale di funzion derivabili. Provare che ‘MM’ e anti-
smmetrica.

b - Si considerino i moti p(f), di egual rotazione uniforme attorno ad un asse fisso, per Lorigine,
individuato dal versore v, ||v]| = 1, dati da p(t) = M({t)u, ove: le u sono le posizioni niziali e M f)
una matrice, di funzioni derivabili, per cui M(0) = Id. Provare che:

MM =1d detM =1

- in generale la matrice associata all applicazione lineare L{z,y.2) = (a,b,¢) X (z,, 2] &

0 —c b
¢ 0 -a
b a 0

- detto (il vettore (costante) di velocita angolare, velocita = p/(t) = M'u = Qx Mu = Qxp(t), si ha
M@EME) = [ @

-'M ed M' commutano.



