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FOGLIO DI TEORIA n. 11
TEOREMI SULLE DERIVATE E LA DIFFERENZIABILITA

1 Teoremi di calcolo differenziale

Teorema 1, del differenziale totale. - Sia f : D C R — R, p interno a D:
se f ha tutte le derivate parziali in un intorno di p, continue in p allora
e differenziabile nel punto p.
- Pit1 in generale: se f ha derivate direzionali nei punti di una palla centrata in p, rispetto a
M vettori indipendenti v', ..., v, che siano continue in p allora
e differenziabile nel punto p.

Dimostrazione: si tratta di valutare, relativamente ad h = (hy,..., hy) = hiel 4+ -+ hyeM
per |h| — 0, errore di approssimazione lineare

E(h) = fa+ 1) — f() — (- Vi) = Fa+ ) — 1) 3 bl (p).

-Siael, ..., eM la base canonica di RM, si esprime I'incremento f(x+h)— f(p), come somma
di incrementi parziali lungo le direzioni degli assi

fp+h)y-f(p) =
= J(pth)~f(pthae'+ - harae ™) e+ hyac ) -
-+ f(pthie'+ hae?)— f(p+hie')  +  flp+hie') — f(p) =

M
Z [f(p+hie'+ - +he®)—f(p+hie'+ - +hy_1e D]+ [f(p+hie')— f(p)]

k=2
Ogni addendo f(p+hie+ -+ +hpe®)—f(p+hiet+ - - +hg_1€¥71) si vede come incremento
gr(hx) — g1 (0) di una funzione della sola variabile hy, e si applica il teorema di Lagrange:

fp+hie'+ - +hpe)—f(p+hie' + - - +hy_1e" 1) = higp(me) = [0 < |ne| < | ha]

P .
= hkaf (p+hie'+ -+ Ry 4mpeh)
Tk

per cui si ha
M af
fp+h)—f(p) = Z hk(?—anc(p+hlel+ ot hpo T e,
k=1

- Pertanto E(h) =

0
= flz+h) - Zh’f@ th [ (pt+hie'+ - +hp_1 mpe’) — 8f (p)|-
Tl Lk
M of
. k—1 ky
Qulndl Zl ) [ (pt+hiet+ - +hy_1e" trneh) B (p) o, 0,
poiche m sono limitati, e le derivate parziali sono continue in p.

Osservazione 1: I'ipotesi del teorema e sufficiente per la differenziabilita ma non necessaria.
Gia per funzioni reali di una variabile reale, vi sono funzioni differenziabili, nel caso cioe
derivabili, ma con funzione derivata non continua:




1
z?sin—x # 0
- :

1
Esempio 1: f(x) = : 3f(0) = lim f(z) — f(0)z = limxsin — = 0, ma per
Oz =0 o

z—0 z—0
x # 0siha f'(x) = 2xsin — — cos — che per  — 0 non ha limite.
T T

La funzione differenziale: Sia A aperto di RM. Sia D'(A) lo spazio vettoriale delle
funzioni differenziabili in ogni punto di A. Sia f una funzione a valori in R™ e differenziabile
in ogni punto di A.

- La funzione che associa ad un punto x € A la funzione lineare differenziale D, f di f in quel
punto si dice funzione differenziale o funzione tangente della funzione f:

Tale funzione e del tipo

Df: A— Lin(RY R™), z+ D,f.
- Associando alle funzioni lineari da R™ in R™ (Lin(RM,R™)) la corispondente matrice
m x M si ha la funzione Jacobiana da A in M,,,«s data da

v €A Jf(1) € Mopns ~ (O f1(2), ..., 00 fi(x), ..., 0 fm(2), ..., Ok fim(z)) € R™M.
- Trasponendo si ha la funzione gradiente
X Vf(ZU) € Mursm-
Esempi: 2 - A = RM, e si la funzione f(r) = Lz lineare da R in R™. La funzione
differenziale ¢ costante:

per ogni z € Asi ha D, f = L.

3 - si consideri in RM la distanza dall’origine: 7(x) = |z|y =v/{z - x) =\/23 + -+ + 22,.

-- 2Si ha che r?(z) = |z|3; = (v - ) = 2% +--- + 23, ¢ continua con derivate parziali continue
g; (r) = 2x;, quindi ¢ differenziabile in RM e Vr?(z) = 2z.
Quindi la funzione differenziale di r?, & il doppio dell’identita su A = RM:

Dr? =2Idgsu, Dy?=2"
che associa ad ogni x € A = RM il differenziale di r? in z, che & la funzione lineare da RM
ad R, data dal prodotto scalare con 2x:

v Dr?(v) = 2(v - Vri(z)) = 2(v - z).
or 1 or? T

T (@) = 29z,  |alu

A=RM\ {Ogn}. Quindi ¢ ivi differenziabile, e Vr(z) = 7
T\Mm

- - La funzione r e continua, ha derivate parziali continue in

= 7, il versore posizione.

La funzione differenziale € quindi

z ) ) z x
A>3 x+— ——, con azione lineare v — v = <v . >
|| || M || m

M
4- Analogamente per una forma quadratica in RM: Q(z) = (v - Q) = Z Quernrr =

M hk=1
= Zthxi‘f‘Z(Qhk‘i‘Qkh)l'hxk, si ha gf(iﬁ) = 2@ii£i+2(@ik+@ki)xk = ((Q+ tQ)SU)z'-
h=1 h<k ¢ k

Per il teorema del differenziale totale ¢ differenziabile, e VQ(z) = (Q + ‘Q)z, ciot DQ =
@+ @), D:Qv) = (v- (@ + Q)).




5- f(r,p) = (rcosp,rsing) : R* — R? ha derivate parziali continue %(r, ¢) = (cos p, sin @),

g—i(r, ) = (—rsing,rcos ). Quindi e differenziabile J(W)f:( Z?jz ;Z(S)lsn(;p ):( f‘ ft )

Teorema 2, di Schwarz, seconda versione: se f e differenziabile in p, esistono le sue
derivate parziali in ogni punto di un intorno di p, differenziabili in p, allora

0 f 0 f

Fr0a. L) = 55 ()-

2,07 x;0z;
Dimostrazione: - come nella prima versione del teorema (FT 10 teorema 1) ci si riduce a
una funzione g(x,y) = f(p+ ve; +ye;) = f(p1,... i1, Pi + 2, .. .,0; + Y, ..., Du), di due
variabili, con p = (0,0). Basta quindi dimostrare che se esistono d,g, 9,9, in un intorno di
(0,0), differenziabili in (0, 0), allora 9,0,¢(0,0) = 0,0,4(0,0).
- Si considerino le due espressioni del doppio rapporto incrementale:

9(zy)—9(0y) _ g(=,0)—g(0,0)

RR(z,y) =: - ; z =
_ 9(=,y) = 9(0,y) = g(2,0) +9(0,0) _ g(z,y) = g(=,0) = 9(0,y) + 9(0,0) _
Ty Ty
9:9(0,y) — 9,9(0,0
segge0)  s0m-s00)  RR(z,y)—— 220:y) ~ 9:9(0.0) +02,9(0,0),
_ y Yy o z—0 Yy y—0
’ d,9(x,0) — 8,9(0,0
X RR(Z’, y) R yg(x7 ) yg( ) ) aﬁyg(07 0)
y—0 x x—0

- Per evitare lo studio di tali limiti iterati, si considerano i numeratori delle due espressioni
del doppio rapporto incrementale usando Lagrange per esprimerli con le derivate prime, e
quindi ci si restringe a © = y e si usa la differenzibilita di queste in (0, 0).
ryRR(x,y) =
R = | 4 o ) o)
fissato y, applicando il teorema di Lagrange alle funzioni
¢(x) = g(ﬂ?,y) - g(ovy) - g(x,()) + 9(070)7 nulle per r = 07
e fissato x, alle funzioni ¢(y) = g(z,y) — g(z,0) — g(0,y) + g(0,0), nulle per y = 0,
_ { 20:9(0,y) — x0,9(0,0)  |o| =lo(z,y)| < |z[ _
yyg(x,0) —ydyg(0,0) 0] = 10(x,y)| < |
_ { 2[(929(9,y) = 929(0,0)) = (929(9,0) = 9,9(0,0)) o] < [x|
yl(0yg(x,0) — 0,9(0,0)) — (0,9(0,0) — 9yg(0,0))] 0] < |y
- In particolare ponendo x = y si ottiene
PRR(z, 1) = { 2[(829(0, 2) = 0:9(0,0)) — (0x9(0,0) = 829(0,0)) [z, z)] < |z]
’ z[(9yg(x,0) — 0,9(0,0)) — (0,9(0,0) — 9,9(0,0))]  O(x,z)| < |z
quindi per differenziabilita delle derivate parziali prime in (0, 0)
x[00?,9(0,0) + xasxg(o, 0) + o(v0o2 + 22) — 392,9(0,0) + o(0)] lo| < |z
x[x(‘?ﬁyg(o, 0) + eajyg(o, 0) + o(vVa? + 62) — 69,,9(0,0) + o(0)] 6] < |z
- Per unicita del limite si conclude: infatti poiche |o(z, z)|, |6(x,x)| < |z| comporta che
o(Vo? +a?), o(Va? 4 02), o(0), 0o(f) = o(z) per x — 0, si ha:
92.9(0,0) + o(1)
=) Tyed\H
e = 000+ o)

z — 0.



Osservazione 2: le due versioni del teorema di scambio delle derivate seconde, questa e quella
in F'T10, non sono direttamente confrontabili.

Matrice Hessiana: nel caso in cui una funzione a valori reali e le sue derivate parziali
prime siano differenziabili in p (e.g. f € C?) si considera la matrice simmetrica delle derivate
parziali seconde in p, detta matrice Hessiana di f in p:

g—;g(p) —aj@J;M (p)
Hf(p) = : : = (V(V)(p)-
0*f 0 f
—8x18xM(p) S v (p)

- Nel caso, iterando I'applicazione della regola della catena per composizione con cammini
2

L) =t H S

- Con le stesse ipotesi, nel caso in cui f: D C RM — R™ ¢ a valori vettoriali, con H f(p) si

(cfr. FT 10), si ottiene, se u e v sono costanti non nulli,

Ofn
indica la “matrice con componenti vettoriali” (p) :
:L‘Z-al‘j L<h<m 1Si<M

= 1<jsM

- Se y(t) & un cammino in RM per il cammino trasformato n(t) = f(v(t)) in R™ si ha
/

M= " V) + - H o),
af o0 f
" (7) + / / (7) :
oy o' 0y
Laplaciano: se f e differenziabile con derivate parziali prime differenziabili in z, la traccia
della matrice Hessiana si dice Laplaciano di f. E la somma delle derivate parziali seconde

. S O’ f O’ f
non miste. Si indica con Af(z) =: trH f(z) = 5(z) + -+ 5= ().
Oxy Ox

ovvero se 7" # 0, v # 0: n' =

Osservzione 3: - I'importanza della trasformazione lineare tra funzioni f +— Af, deriva
dall’invarianza della traccia per cambiamenti di coordinate lineari: e 'unica trasformazione
che associa ad una funzione una combinazione lineare delle sue derivate parziali seconde che
non cambia per cambiamenti di coordinate ortonormali. L’unica per cui se R ¢ la matrice di

un cambiamento di coordiate = Ry ortonormale (R~' = 'R), data f(x), si ha
Esercizio 1 Ay(foR)(y) = (Azf)(Ry).

9 9 9 i
Esempi: 6 - r(z) = |z|y = /(z - z): ;x;j (x) = aii (2xy) = {0: j %j =:20;;.

Quindi Hr?(z) = 2Idgm & costante, e Ar?(x) = 2M.

- - or;x; (z) = ox; (8_517]) 0wy (‘ﬂM) Oy (?) -T2 ;(5@' - ?7)

| TR
Quindi H|z|y = —— (Idgy —T®7), e Alz|y = — — |z =] _

kg, ] ] el

M
7 - Per Q(z) = (z - Qx) = Z Qnexpzy: V(VQ) () =V ((Q + tQ):E) = Q + Q, essendo
hok=1

lineare = — (Q + ‘Q)x . Quindi HQ(x) = Q + 'Q & costante, e AQ(z) = 2trQ.




Diseguaglianza del valor medio. - Se una funzione f : D C R™® — R™, nei punti di un
segmento S(p,q) C D di estremi p e ¢, ha derivata nella direzione v = ¢ — p e allora:

of
) = F(@)lm < sup | =7 .
- Se poi f e differenziabile nei punti di S (||A|| = sup % norma di operatore di una matrice):

1f(p) = fF(@]m < Ip—qlm sup IVl < p—dqlm sup |V flrasm

Dimostrazione: - posto u = (@) — f(p): 1/() — F@P, = ((f(a) — () - u) si applica il
Teorema di Lagrange alla funzione g(t) = ((f(p +t(¢ — p))) - u) : [0;1] — R. Per ipotesi:

p+t(q—p) € D, f(p+t(¢—p)) & derivabile per ogni ¢t € [0;1]. Quindi g & combinazione lineare
di funzioni derivabili. Posto v =¢—p ¢ ¢'(7)= g—i(p + TV) - u> Per la diseguaglianza di
Cauchy-Schwarz (0, f - u) < |0y f|m|t|m

2, = 1) = @B — 1) ) =g(1) = 9(0) =g/ (1) < sup | 2L

||

m

Jv
(Cauchy-Schwarz) < |v|p|V fular (def. norma di operatori)< |v|y ||V f|||t]m. Quindi:

Se f ¢ differenziabile nei punti di S ¢ g’(T):<g(p+ TV) u> ={((Jfv) -u) = (v-Vfu) <

1)~ T @l sup | 2

< |p—q|sup [Vf|| ( cfr. lemma FT 2 ) < |p—q|sup
s s

m

Analogamente in ipotesi di integrabilita si ha:
Diseguaglianza del valor medio integrale. - Se una funzione f : D C R — R™, nei
punti di un segmento S = S(p,q) C D di estremi p e ¢ ha derivata nella direzione v =¢q — p

continua su S, allora: 1f(p) — f(@)]m < ;/ of ds.
p—als Js | Ov],

1
Sepoi [ C' D) 1f0) ~ F@ln < [ I9Slds = lp—alu [ IV ta - p)]dr
s 0
In particolare se ||V f]| ¢ limitato in D la funzione f ¢ sup ||V f||-Lipschitziana.
D
Dimostrazione: posto v =q —p, e u = f(q) = f(p): [f(a) = F()5 = {(f(@) = f(p)) - w), si

considera G(t) = f(p+t(q—p)), che ¢ derivabile con continuita con G'(t) = a—(p +t(q —p)).
v

Integrando per componenti per la diseguaglianza triangolare per integrali vettoriali, FT5:

@)= = 160-6OE = | [ 5w+ tta—p) o ! i)

Lo
< “Lp+tg-
< (/0 5, P+ ta—p)
ol ’ af :
-Se feC'sihaG'(t) = %(p +tlg—p)=Jf(p+tlg—p))(g—p), esiconclude come nella
precedente dimostrazione usando Cauchy-Schwarz.

Con gli stessi calcoli si ha:
Resto in forma integrale. sia f : D = D° C RM™ — R™, C'. Se z, z € D e il segmento S
con tali estremi e contenuto in D1 si ha:

f(l’) - f(Z) - sz(llf - Z) = / (Jz+t(a:fz)f - sz) dt(.ﬁE - Z) = / (Jsf - Jz.f) ds

0 S ’9‘?—Z|'

r—z




Dimostrazione: sia G(t) = f(z + t(x — 2)), per la regola della catena per composizione con
funzioni di una variabile, cfr. FT10 proposizione 2, G'(t) = J.4yz—2) f(x — 2). Si ha

f([E) - f(Z) - sz(l‘ - Z) = G<1) - G(O) - G,<O) - /0 (Jz-i-t(x—z)f - sz) dt(CL’ - Z)

Funzioni positivamente omogenee: - un sottoinsieme C' di uno spazio vettoriale si dice
cono di centro ¢ se per ogni v € C, v # c¢si hac+t(v—c) € C pert > 0 (se contiene un
punto contiene la semiretta aperta per c e il punto).

- Una funzione f si dice positivamente omogena di centro ¢ e grado a@ € R se ¢ definita su
un cono di centro c e vale: fle+t(v—rc)) =t*f(v) per ogni v € Domf \ {c}, ¢t >0

Teorema 3 di Eulero: Sia f differenziabile in R \ Oga.

f & positivamente omogenea con centro 0 e grado a € R ( f(tx) = t*f(z), x # 0)
se e solo se
z-Vf(z) =af(z), z #0.

Dimostrazione: se a = 0 da una parte la funzione e costante sulle semirette aperte dall’origine.
Dall’altra ha derivata nella direzione della semiretta dall’origine nulla sulla stessa semiretta.
) a # 0, dato = # 0 posto o(t) = f(tx), t > 0, per la regola della catena per composizione
con funzioni di una variabile, cfr. FT10 proposizione 2, si ha ¢/(t) = z - V f(tx).
Ma si ha anche ¢(t) = t* f(z) per cui ¢/(t) = at® 1 f(x). Per t = 1 si ha I'eguaglianza.

- t
) a # 0, dato z # 0 sia ¢(t) = % Si ha ¢ (1) = f(z). Ancora per la regola della catena

- Vf(te) —at* f(te) - Vf(te) —t* "tz - Vf(te)
- $2a - $2a =0.
Funzioni convesse e differenziabilita, cfr. FT3, FT6.7

Grazie al fatto che negli spazi euclidei la convessita si riduce a problemi di una variabile,
valgono risultati di collegamento tra differenziabilita e convessita analoghi a quelli che si

ottengon per funzioni di una variabile.

Monotonia di campi: V : D C RN — RV si dice monotono se ((V(2)—V(z))-(z—x)) > 0,
per ogni z, z € D.

con cammini: ' (t)

Teorema C2 - sia f : C C RY — R differenziabile su C aperto convesso:

f € convessa

I

il grafico sta sopra i suoi piani tangenti, cioe f(z) > (z —x) - Vf(x) + f(x) per ogni z, z € C

I

V f & monotono, cioe ((Vf(z) = Vf(z)) - (2 —x)) > 0 per ogni z, z € C .

- Se f ¢ due volte differenziabile:
f € convessa < H f(x) & semidefinita positiva per ogni x € C.



2 Generazione di funzioni differenziabili
regola della catena

Generazione funzioni differenziabili 0: le funzioni di una variabile reale derivabili in p

sono differenziabili in p: D, f(t) = tf'(p).

Generazione funzioni differenziabili 1: le funzioni costanti da R™ ad R™ sono differen-

ziabili in ogni punto e il loro differenziale ¢ la funzione lineare nulla.

Generazione funzioni differenziabili 2: Le funzioni lineari affini z — Ax + b =: f(z) da

RM ad R™ con A lineare sono differenziabili in ogni punto p il loro differenziale ¢ indipendente

dal punto ed e la parte lineare della funzione stessa v — Awv. In coordinate si avra
(x1...2) = (an®y + .. apTr + b1y oo QT + - Qg TE 4 b)) = Az + b =: f(x)

D,f(v) = (a1101 + - - Q1EVRs - - Qo1 V1 + - - Qi) = A,

In effetti si ha f(z) = f(p) + A(z — p) con resto nullo. Per funzioni a valori reali di due

variabili affini ax + by + ¢ le derivate parziali sono rispettivamente le funzioni costanti a e b.

Generazione funzioni differenziabili 3: se f, g sono funzioni di M variabili reali rispettva-

mente a valori in R™ed R"™ sono differenziabili in p lo € la funzione (fi,..., f;, 91, -, gn)-

Cie segue direttamente dalla definzione di differenzibilita (cfr. FT10 teorema 2).

Generazione funzioni differenziabili 4: Il prodotto di coordinate f;(z) = z;z;, v € RM

¢ differenziabile in ogni punto p e si ha: V(z;z;)(p) = pie; + pje;. Conseguenza diretta del

teorema del differenziale totale.

Esercizio 2: det : Myxm ~ R™ = R & differenziabile, cfr. paragrafo dedicato in FT. 10.

| Lv|gx

Lemma 1. cfr. FT 2: L = ( LZ) 1<i<k - |L|| =: sup

S |L|th.
P Tol

h

> vl

j=1

h
< Z |v;| | L7 | gie < (Cauchy-Schwarz) [v[gn |L|gu.
Rk J=1

L
[V — 0 allora | Lo R

Lemma 2. L = ( LZ) 1<i<i:  L[ogn(1)] = ogx (1), cioe se —0
1<j<h T T—p T T—Dp

Generazione funzioni differenziabili 5. Regola della catena:

DatiA=A CRM B=B CR™ pc A, eduefunzioni Asz L> Bsf(z)=y —— RN 54(y)==

differenziabili rispettivamente in p e in ¢ = f(p). Allora gof ¢ differenziabile in p e:

Dpgof = DygpgD,f, come composizione di funzioni lineari, cioe

Jgof () = J% (f())J*f (p) , V'qof (p) = V'f(p)V% (f(p)) come prodotto di matrici,
O0z; . 0z Oy

dgiof 7magi O f
()= 5 - (F(2) 5" ) o0, = 2y, 0,

— in breve
Oz, — Oy P Oz, b

ovvero

Dimostrazione.

9(f(x)) = g(f(p) = Dyglf (x) = f(0)] + on(lf(x) = f(p)lm)

poiche  f(z) = f(p) = Dpflx —pl + om(lz —plyr) ~ si ha  g(f(x)) — g(f(p) =
= DygDyflz —p] + Dyglom(|z —plan)] + on (1Dpfy, [2 = Plar + lom(lz = plar)lm) .
quindi g(f(z)) = g(f(p)) = DegDpflz — p] + on(|x — plar)-

Essendo tutti gli errori relativi infinitesimi uniformemente nella direzione tale e I'errore rel-
ativo nella formula finale.

Corollario: composizione di funzioni C¥ & C¥.



Osservazione 4: con queste regole di genarazione di funzioni differenziabili, in particolare la
differenziabilita della composizione, e con il teorema del differenziale totale, partendo dalle
funzioni derivabili di una variabile reale a valori reali, si ottengo e si riconoscono molte

funzioni differenziabili e si calcolano i loro differenziali e i piani tangenti ai loro grafici.
Esempio 8, funzioni radiali: f(z) = ¢(|z|y), 2 € RM, r = |z|p, T =7 = %

TIM

Se ¢ :]0; +0o[— R & derivabile allora f & differenziabile in RM \ {Ogu} e si ha per la regola

della catena e per quanto calcolato nel primo paragrafo:

Vi) = ¢'(Jz|y) —— = ¢ (r)7

|0
Se poi ¢ e derivabile due volte
" z w o eliddre -2 @ i
Hf(x) = ¢"(|e|m) 77— © 77— + ¢'(|z]amr) ;
Ve by, |3

/

= ela) (2] + S (5 - 22 ) = e r e C (s -7,

|23 Ry |23

quindi la matrice Hessiana di una funzion radiale ha I’autovalore “radiale” ¢”(r) di molteplicita
/
geometrica 1, e quello “tangenziale” M di molteplicita M — 1:
r
, " M -1
per cui Af(x)=trH f(z) = ¢"(r) +

¢'(r).

Generazione funzioni differenziabili 6. Differenziale dell’inversa:

Lemma 3 sia f: ACRM — RM, CK, K > 1. Se J,f ¢ invertibile allora [J,f] " & CK-1.
Dimostrazione: s’identifichino le matrici M x M con RM’.

- Essendo A — det A una funzione polinomiale nei coefficienti della matrice, & continua su
RM*. Pertanto l'insieme delle matrici invertibili Z, definito da det A # 0, e preimmagine di
un aperto mediante una funzione continua, quindi un insieme aperto per le matrici quadrate.
- Essendo A — A~! una funzione, da Z in s¢, con componenti rapporti di polinomi (nei
coefficienti di A) con denominatore ( det A) non nullo, ¢ C*°.

- Quindi [(J,f)]”" & composizione di funzioni CX~1 (Pinversione di matrici, le derivate di f).

Teorema 4: siano f : A C RM — B C RM bigettiva, A e B aperti.
i- Se f ¢ differenziabile in p ed f~' lo ¢ in f(p), allora D, f ¢ invertibile e

Dy (f71) = (Dpf) ™, ovvero Jf~1(f(p)) € la matrice inversa di J f(p).
ii - Seinoltre f ¢ C%(A), ed f~! & differenziabile, allora anche f~! & CX(B).
Dimostrazione: i - Per la regola della catena f~'(f(z)) =z = [Df(x)f_l] (D, f] = Idgwm.
ii - Per il precedente punto J(f~1)(b) = [(Jf)(F~1(b)] "

- Pertanto Jy(f~') ¢ composizione di funzioni continue (I'inversione di matrici, le derivate
parziali di f ed f~!): quindi ¢ continua. Quindi f~* & C*.

- Se K > 2 allora J,(f™!) & composizione di funzioni C*, per cui (regola della catena) ¢ C! e
quindi f~! & C?. Induttivamente si conclude.

Osservazione 5: il teorema di invertibilita locale, FT 12, da un viceversa: se f ¢ C' e J,f &
invertbile allora f ¢ una bigezione tra intorni di p e di f(p), con f~! differenziabile in f(p).




3 Cambi di coordinate non lineari

Diffeomorfismi: f: A C RM — B C RM bigettiva tra insiemi aperti, differenziabile in A
con inversa differenziabile in B ( Jf invertibile), si dice diffeomorfismo tra A e B.

Notazione: sia f: A5, C R — B5, C RM un diffeomorfismo che rappresenta un cambia-
mento di coordinate non lineare y = f(z).
- Data G : B — R, G = G(y), che esprime una grandezza nelle “vecchie” coordinate y, la
funzione composta G(z) = G(f(z))), G : A — R la esperime nelle “nuove” coordinate .
Proposizione 1, cambiamenti di coordinate non lineari:
sia f: A5, CRM — By, C RM un diffeomorfismo.
Sia F': B — R differenziabile in f(x) si ha
D,F = Dy FD,f,

ovvero considerando la fuzione Jacobiana e la funzione gradiente a valori matrici

J*F = JVFJ°f | V*F = V*fVVF,

- ovvero con le derivate parziali
M

oF af; OF dy; OF
ox; ; (VE; 8y ]z: ox; 8y] Z ox; 0y]

e reciprocamente (sempre in )
oF % ZaF Zaf OF ZaxlaF
dy; — J or; — dy; 8;1:Z 8yj ox;
Dimostrazione: conseguenza diretta della regola della catena.

Osservazioni: 6 - nella pratica, spesso (data esplicitamente f(z), e quindi la matrice V f(z)),
non riuscendo ad esplicitare f~!, per le relazioni reciproche tra le derivate in x ed y, conviene

usare la prima uguaglianza, che coinvolge (V* f)_l. Infatti si tratta di invertire la matrice
nota V f(z).

7 - Sinteticamente (cfr. FT8 derivata rispetto alla lunghezza d’arco), omettendo la grandezza
F', queste relazioni tra le derivate parziali di funzioni diventano relazioni tra “operatori di
derivazione”:

9~ S Jy; 0 0 M i 0 N L
— - — — T N v . -
ox; P o0x; ayf 8yj ; ((v f) )j o i? cioe V (V f) VA

Alcuni esempi notevoli, illustrati nelle pagine seguenti, sono le coordinate polari in R?, cilin-
driche e sferiche in R3.



Esempio 9, coordinate polari: - come calcolato nel primo paragrafo
. . D2 9« 1 —_ [ cosg —rsing
f(r,¢) = (rcos¢,rsing) : R* — R?* ¢ differenziabile, J(w)f—( sing 7 coso )
- Restringendosi a (0;+00) x [0;27) si ottiene un diffeomorfismo tra la striscia aperta e

R?\ {(z,0) : = > 0}: 2r,9) = TC(,)SQS
y(r,¢) =rsing
coordinate r = costante: sono le circonferenze centrate nell’origine, e le linee coordinate
¢ = costante: sono le semirette di vertice l'origine. In particolare r = /22 + y? e nel primo
quadrante ¢ = artan: ivi f~'(z,y) = (r(z,y),é(z,y)) = (/2% +y? artan?), differendo
¢(x,y) negli altri quadranti per una costante.

, che da un cambiamento di coordinate. Le linee

x
R coS Vi +yr | ~ —sin x
- Si adotta la notazione r = | . ¢ = Y , O = ¢ LT = (posizione).
sin ¢ Yy cos ¢ Y

Va2 +y?
Come vettori applicati in (z,y) la coppia (7, ¢) € un sistema di riferimento “locale” ortono-

male, orientato come la base canonica det (7/"\ ] 5) =1>0.

N r Ox ~ ] 09 o

- Come visto r = e rp = 7
Y =¥ W eso—a —g20?

or ro Oy or o T oy

Jf Orx Opx <A | $>
oVVero = =\r|ro).
Oy Osy
- Osservando che le colonne di Jf sono ortogonali ¢ immediato calcolare 'inversa che avra
come righe gli opportuni multipli delle colonne di J f:

7 cos ¢ sin ¢ o oor O
(Jf)~' = D=1 sing cosg | =J(1)= ") confermando che
- I Oup Oy
r/ y
i o R A E
Y T

2y V2 1?4 y2
- Pertanto le relazioni tra gli operatori di derivazione nelle diverse coordinate sono:
0,” = cos¢d, +singdy _
- - diretto { ' ¢ 0: @0y ovvero (V™ f)Vev = V' cioe

Op = —rsin(bé;—i-rcos¢g)vy

cos ¢ sin ¢ Dy (O
—rsin ¢ rcos ¢ é; \o, )

nella pratica di solito conviene sostituire a z e y, nella funzone F(z,y) da derivare, le loro
espressioni in coordinate polari e derivare direttamente rispetto a queste;



~ sin ¢

0, = cos¢p0, — Op .
- - inverso ¢ cog s ovvero (V™ )7V = Vv cioe
Oy = singd,” + . Op
cos ¢ sin ¢ 9.~ 3.
_sinqﬁ cos ¢ <8¢~> = (5;)7
r r

che invece, nei casi pratici, puo esser comoda da usare, data W(r, ¢), per trovare le sue derivate
in x in y, piuttosto che sostituire a r e ¢ le loro espressioni in z e y e derivarle, il che ¢ piu
ONeroso.

- Quest’ultima relazione contiene anche la decomposizione del gradiente di F(z,y) rispetto
al sistema di coordinate locali 7, ¢:

F G e (0 T (13 e
— 7+ —=¢p=VWF = (V))IVF = "R = ( ~ 2 ) VF =
or Do sin ¢ cos ¢ ,
_ ~ r
— a_FA + la_FA
~ o rop
é; = cos¢0, — sin ¢ Op
- Iterando la relazione ¢ cog é si ottiene l’espressione in coordinate
Oy = singod, + . O0p
polari del Laplaciano:
A$y—g+g—a_2~ —+ 128_2~ _|_18_2~
02 oy Or? r O0¢? ror
si procede come segue
PP _ (sl _smeONOE _ (0 smg o\ ( OF singoF\
a2~ \“P%, r 0¢) or OS5 r 0¢ or r 0 |
:cosq§g COS(ﬁ@—Singb@ _singf)ﬁ cosgé@—smqb@ =
or or r  0¢ r 0¢ or r  0¢
, 0*F  cospsingdF  cospsing 02F
= cos” ¢ + T —
or? r? [9J0) r ordo
_sin2¢@+sin¢cos¢ O?F _singzﬁcosqb@_sin%b@ B
r  Or r 0pOr r? ) r2 ¢ |
OPF  sin?¢dF sin?¢p9PF _cos¢sing OF _cosgsing O2F
— 2,07 7 il S te:
cos (b@rz . + 7z 007 +2 = 36 2 " do0r analogamente

52\1/7_ ., 0 cos¢ 0 . OF cosqb@ﬁ B
(9_y2_(8m¢87’+ " 0¢) (Sln¢8r+ " a¢>—...

., OPF  cos?pOF  cos®p O F _cospsing dF _cospsing 92F
--- =sin ¢W — 2 — 42

r  or r2  O¢? r2 13J0) r Opor’




Esempio 10, coordinate cilindriche: si tratta delle coordinate polari sui piani orizzontali, z =costante.
La terza coordinata rimane quella cartesiana: f : (0;4o00) x (0;27) x R — R3, f(r,¢,2) =
x(r, ¢, z) =rcos ¢
(rcos¢,rsing, z), < y(r,¢,z) =rsin¢, che ¢ un diffeomorfismo con R3\ {(z,0,2) : z > 0}.
2(r,¢,2) =z
cos¢p —rsing 0
Jirgf=| sing rcosg 0
0 0 1
Esempio 11, coordinate sferiche: - si considerano le coordinate sferiche

f(0;400) X (—m;m) X (—g; g) — R?, f(r,¢,0) = (rcosfcos ¢, rcosfsin ¢, rsin )

¢

‘ geografiche”:

x(r, ¢,0) =rcos b cos ¢
y(r,¢,0) =rcosfsing. E un diffeomorfismo con R?\ {(z,0,2) : z < 0}.
z(r, ¢,0) =rsind

- Si adottano le notazioni seguenti: p = (x,y, 2); r = /22 + y? + 2%, p = /2% + y? = rcos b,
x

[02 L 2 L 2
cos 6 cos ¢ Ay

Y
p=7=|cosfsing | = \/m , versore direzione dall’origine normale alla sfera

Sin@ z

Va2 4 y? + 22

unitaria in p;

coSQ
p= | sing |;
0
Yy
— sing —cosfsin ¢ Va4 y?
ngﬁ = cosp | = cols 7 cosfcosgp | = _r , versore latitudine “orizzon-
0 N
0
tale” tangente alla sfera unitaria e alla circonferggza del “parallelo” in p;
—sinf cos ¢ Va2 +y?
f= | —sinfsin 0] ! __ , versore longitudine tangente alla

cosf vty 4 22 Vi 4y
Va?+y?

sfera unitaria e alla circonferenza massima del “meridiano” in p.
- Come vettori applicati in p i versori mutuamente ortogonali nell’ordine (7, ¢, #) individuano
una base ortonormale locale, orientata come la base canonica di R?: det(7 | ¢ | §) =1 > 0.



cosfcos¢p —rcosfsing —rsinfcos o

-Siha Jiy 40 f=| cosfsing rcosfcosg —rsinfsing | = (?\ rc/ﬁ\cosﬂ | r0) con colonne
sin 0 r cos 6 ,
?
1 & ) . —1 1 t$
ortogonali, pertanto e agevole calcolare l'inversa per righe: (J(r7¢,9)f) =| 7 cos =
L
cos 6 cos ¢ cos fsin ¢ sin ¢ r
_ sing cos ¢ 0 — Ot ?{i 0.1 ‘
- rcos 6 rcos 6 =J(fY)=| 00 0,6 0.0|, per cui
_sin&cosqb B sinfsin¢g cosf 0:0 049 0.0
r r r
(3_7“: cos@cosqﬁ%—i—cos@singb%%—sin@%
- - diretto < 3_¢: —rcos&sm¢%+7"cos€cos¢a—y cioe (V"0 f)Vevs = Voo,
0~ . ] ]
\%— —rsm@cosgb%—rsm@squﬁa—y%—rcosﬂa
E:(?%):%, g—ézrcosﬁ@‘%):rcosﬁi , g—e—r@ %)—r =
0, 0~
~ — 1 ~] 1~
_ - . — Yz — 'I‘Q59 —1 T¢9~: -~ - ~ _
inverso: ?Vy Vevz = (V' f)7V (r p—" 7’0) 8¢,~
0. 0
=7 Z + g/g g + é\ Z cioe
~ Or  rcosf 0p  r O’
;o
0 g~ sing 0 sinfcos¢p 0
= 0 A -~ 2 Tmr
ox cos f cos ¢ or rcosf ¢ r 00
Fl ., 07 cosp 0 sinfsing 0~
i 0 i Z_ - 2 7E v
Ay cosfsin¢ or + rcosf O0¢ r 00
E B <in 0 Z L cos Z
L0z or r 00



- Quest’ultima relazione contiene anche la decomposizione del gradiente di F'(z,y, z) rispetto
al sistema di coordinate locali:

—_— /Y

oF . O0F ~ OF ~ —— OF _ 1 8FA10F o
- - 0 = Vwip = il -
o T+ 8$ o + i 0 Veyz = o _'_’I“COS K o+ 20 6, e quindi riottenendo
_ _ 2 v Y _ /2 2
o~ o 96 s a0 Tyt
(8? — > 6? -~
_:O7 ﬁ— & o7 =0
or 55 = cos03 96
R R 8(5 —cos ¢
. dp  IJp - _ - _ -
- Val ltre { == — 2= — = | —sin¢ | =—p,
algono 1noltre 5 — 30 0, B .
3_5_6 g——smga, 35\_ N
\or ¢ 20



