La funzione ha tutte le derivate direzionali in (0, 0) poiche, per convessita di y = z2, qualsiasi
direzione (a,b) # (0,0) dall’origine individua un segmento centrato in (0,0) ove f e nulla.
Pertanto la restrizione di f a queste rette f(ta,tb), essendo costante intorno all’origine, ha
derivata nulla per t = 0.

Si noti che la funzione f risulta discontinua in (0,0).

Esempio 7: - moltiplicando per z la funzione f si ottiene una funzione ¢ continua in (0,0).
Infatti f & limitata (assume due valori) ed x — 0 se 2% + y? — 0.

- La ¢ ha tutte le derivate direzionali nulle in (0,0) essendo nulla, per convessita di y = 22,
sui segmenti per (0, 0).

Per la richiesta fatta in b), se ci fosse un piano tangente bidimensionale, conterrebbe le ve-
locita (a, b,0) date da (at, b, ¢(ta, tb))| _ : dovrebbe essere il piano “orizzontale” per l'origine
definito da z = 0.

- Restringendosi invece alle parabole di apertura a € (%, 1), o meglio considerando le com-
posizioni ¢(t,at?) = t, e considerando le curve sollevate sul grafico (¢,at?,t) passanti per
(0,0,0), si ottengono, per t = 0, le velocita (1,0, 1), che non giacciono sul candidato piano
tangente.

e Osservazione 12: per tali funzioni vale anche 0,,¢(0,0) 4+ 0,,¢(0,0) = Oy ,,¢(0,0) = 0.
Ovvero non solo esistono tutte le derivate direzionali ma sono in relazione di linearita.

Esempio: 8 - con la stessa tecnica, moltiplicando per x una funzione che e costante su ogni
curva di una “stella” di curve centrata in (0,0), si ottengono altri svariati esempi di funzioni
F con tutte le derivate direzionali in (0,0), ma con vettori tangenti ai cammini sul grafico
sollevati di tali curve, che non descrivono un piano bidimensionale.

- Appunto considerando ancora come famiglia di cammini le parable per l'origine le funzioni
del tipo F(z,y) =z -G (x%), al variare di G continua di una variabile, si hanno diversi esempi
di funzioni continue in ogni punto con tutte le derivate direzionali in (0,0) ma con velocita,
in (0,0, F(0,0)) = (0,0,0), di cammini sul grafico non complanari:

cfr. FT6-6 controesempio 16 finale con G(t) = (sin(27t))?, 1 < 2t < 2, G(t) = 0 altrimenti;

FT6-1 esempio 3 con G(t) = 13-

2.2 Differenziabilita, approssimazione lineare:
RISPOSTA: b- Il concetto sufficiente per avere un grafico con piano tangente, che si possa
studiare con gli strumenti del calcolo differenziale (le derivate parziali), e quello pit impeg-
nativo di approssimazione lineare della funzione:

Differenziabilita in punctis: m + M = N. Dati

ngRM_)Rm7 .f(x):f(zla"'axm):(fl(fljl,...,;"L'M),...fm(ll?l,...,[L’M))
p=(p1,-..Pm) interno ad A

La funzione f si dice differenziabile in p se
vi ¢ una funzione lineare L, : RM— R™ (’approssimante lineare) per cui

flx)=fp)+ Ly(z—p) +e

con lim sup ﬂ:o tL.e. Lo 1Bl _
0 —ply<r [T — Py X2 2Py

ciot e(z,p) = oflx —pl), |z —p| =0

- Nel caso si usa la notazione L, =D, f: tale applicazione lineare si dice differenziale di f in p.
- Si ha per v € RM: D, fv = (Dyfiv]... | Dpfmv).



Osservazione 13: - per funzioni di una variabile M = 1, le funzioni lineari da R in R™ sono le
moltiplicazioni per un fissato vettore a € R™, L(t) = a-t, la differenziabilita & la derivabilita:

M o = f(x)=f(p)+a-(x—p) +olx—p)

Se esiste, il differenziale per funzioni di una sola variabile ¢ la funzione lineare u +— f'(p) - u.

3f'(p) =a < Ilim

T—p r—p

- Nel caso M =2, m =1, p = (x,¥), le funzioni lineari da R? ad R sono i prodotti
scalari per un fissato vettore (a,b) € R?, L(x,y) = ax + by, affinche la funzione f(x,y) sia
differenziabile in (z, yy) devono esistere due numeri a,, b, per cui:

f(@.y) — f(@o, yo) — alz — o) — by — yo)
(# = 20)* + (y — v0)?

lim =0

(z,y)—(z0,30)

D, f & quindi la funzione lineare (u,v) — au+bv = ((a,b) - (u,v)) = (a,b) <[>
y

2.2.1 Matrice Jacobiana: se esiste D, f, la matrice m x M associata, nelle basi canoniche,
a tale applicazione lineare si dice matrice Jacobiana dif in p. Si indica con J,f o con J f(p)
Osservazione 14: si puo esprimere in modo equivalente la differenziabilita in p:  la funzione

f, ¢ differenziabile in p se e solo se vi & una matrice Jf(p) = J = (J7) isism, m x M, per cui

z)=flp)+J (@—p)+e
flx) = flp)+ (Hml)+ /&/M \2\

con lim sup = >
70}, 1<T\1 plm X >\'> VX ‘Plﬂ

ie. (e=o(lx—pl|), [t—p—0)

Ji Jfi(p)
Osservazione 15:  Jf(p) = (J7) 1sism = (J...JM) = | = :
1<j<M

S Jfm(p)

Le righe J; = J fl(p)7 1 < i < m, rappresentano i differenziali delle funzioni componenti D, f;:
M

@) = A + Z Hi—p)+oilz—ph)  |AG+o) = A+ Koy +or(ol)
j=1
M

f2(@) = falp) + Z Hi—p)+oslz—ph) | Ao+o) = hE)+3 Ko + ool
) j=1

f fm ]) +Z m [)] +‘)m(‘51;7p‘1\1) fm([)‘"" fm P +Z mUj + Om ""U)

2.2.2 Gradlente: - si dice matrice gradiente in p di f, ivi d}ﬁerenzxabllej la matrice M xm
JE
trasposta di J f(p): (G} )1<]< = (J1... Jpn) = +| . Sidenota con V f(p) o gradf(p).
' JM
Osservazione 16: Le sue colonne sono i gradienti M x 1 delle funzioni componenti
Vip) = (VAD)... Vi) ).

Importanti ed immediate conseguenze della definzione sono:

M=2,
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Teorema 2: 1) f = (fi,..., fu) : A C RM — R™ & differenziabile in p interno ad A se e
solo se lo sono le funzioni componenti: D,f = (D, fi,. .., Dy fon)-

2) Le funzioni differenziabili in p sono uno spazio vettoriale e D,, & lineare a valori operatori
lineari: Dy(rf +g) = rDyf + Dyg.

3) - Le funzioni ¢ costanti sono differenziabili in ogni punto p: Dye = Opuar.

L sono differenziabili in ogni punto p:

- Le funzioni li
il loro differenziale & costantemente uguale alla funzione stessa, D,L = L.
4) Se f & differenziabile in p allora f & continua in p.
5) Se f ¢ differenziabile in p il differenziale & unico:
- esistono tutte le derivate parziali di f in p e sono i coefficienti della matrice Jacobiana
0

0, ’ : i .
%(m—Dpf,[u]—Jf,(m Liposto | = (JF(D))] = (e VD) = (Vi(p)); = (VF())}, ciod
[‘i
fy ofr ofi
s W(x})-.- B )
; 27,
o of, of; of of [z
Jf(p)= ()“(11) (,),,/(11)-.- m(l 7<W(11) ...... m(})}), Vi) = ’
9'f
Ofm O, Ofm Oy
2o P T, P gy @
oh
) 0@
- esistono le derivate direzionali in p per v = (vy, ..., vyr) 7 Ogas: %{,,), ; -
Ofm
of, of o1, oW
on dn on )
@ m< @ u
ofi Ofi ofi 0 d
=D, = | 2. ;{ o w0 | = ugt e e -
Ofn b 9fn :
) z).zj(") R Uar

9 (v-Vfi(p))
= (o ) 10 = (o)1) = N R )

(v Viu(p)

of df of
9w + pw) ®) = 5;0) +r55,()-

v, w, v+ pw € R sono non nulli, p € R, si ha

2| PP Do=P
| X- Pl x>5°P

1a0-g Dyl
|)(—‘P\‘-1 X>¥

|Foaegm-clr-§e- 38 RYcol,
<11 |fon-eor-Dfen) +- 10 IO~ D™

3 Lx=Lp+Lix-P) + B,
\_am\ — 0
|X—PLM xap
4 Loy-F»r = Lix—P)+ &
Ix=Ply X>° P ol

Lo £ ILIX-RY 7520




ESERCIZIO n. 2 Si scriva la mattice Jacobiana delle seguenti funzioni:  + 2y +3z;
(242432, -2); (2+2+37,08 -2 +2Y; (T sin(o+log(14y2 +u) - 2), zyzw).

2(x,9,2) R ) 5o R

/3*24\

NG
ot e O %) %‘*??)
j&x f = Dx q‘)\ Y R ) ors

NZ2)

.
:

L 3
T olax -3yt 47

a/obou/vvok&l A 2 2 (4 7_
:_5_%_#@.\/,2) - <z>< sj 177 > 23 =
~D1,23) 11

- <Qx é\/+422)
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¢- Si dica se la funzione f(z,y) = (2 ) ' differenziabile in (0,0) e nel caso se ne calcoli il
differenziale.

e- Se la funzione €™ + /1 - cos ay ¢ differenziabile in (0,0) si caleoli V£(0,0).

C- £<O)~O> - é/ \:P(X’ \3)] -
X% < XEY?
- ﬁ(x)\o) < 7 +J

2
g(x,“)w <X )

\{(xg)fqg(o@\’ L
Leoo\ o XD gz

| (5,9 m
e- fje " 1—cany =
=]+ X+ —+ O(()uu) )_{_ ‘/ ><2-\/2- (>(L‘7L?
(2<+3)<sz ) - /“,@

o< j;(%») —~f{00) = Fixvy) -] < ¥X+Y +O()<—*“3) Vﬁ(o O) (j
| £ (x> _,.:E(OO) — X 3\ = O(\r”ge.)

Vx 2 y®




2.3 Piano tangente ad un grafico
Piano tangente ad un grafico: f: A C R — R™, p interno ad A.
Se f & differenziabile in p si dice piano tangente al grafico di f in (p, f(p)), denotato con
Tp.5))» il piano M-dimensionale affine in RM+m

traslato nel punto (p, f(p)) del grafico del differenziale.

Giacitura del tangente: - il grafico del differenziale & un sottospazio vettoriale M-dimensionale
di cui il tangente T(,,f(,) ¢ il traslato. Siindica con T}, tavolta confondendolo con il tangente.

- Considerando che GrafD,f =T, = Im ( J[}i(ﬂ;) > =Ker (Jf(p)| — Id.,) e che
10 ... ... 0
<1dM>= 0.. 01
=e) - e
%(p),:zfil(p) -1...0
(JF @) = Idmxm) = Dso (f = Idm) = | & : 1 m, i ha
* e ZfTT(p),gi’;(p) 0...-1
0
1_7’°posto
- una base della giacitura del tangente & . o (9% (f(i:)) (p), 1<j<M;
: :j G
0
of
oy, o,
- una base dell’ortogonale alla giacitura del tangente <6TL (p),--., BT\Z/[ ),0..., =1 posto - - .0> ,
1 )

1<i<m.

- Per m =1 un vettore ortogonale a T}, ¢ <6ﬁ (p) Of; (p), —1> ~ (Vf(p))

Oxy " Oz -1

(5, Dfv)

Sor N B car Ye s, 2.

E DY -2=0

Dfi FUNZ'OJT LINTART
F

Sorma f4 r—e,\wwf/t‘” e

§UM3tome
%-rAg\' O

d(T)r£

€fu2k2“omf
oe C
vafyeo

gy Dl
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Forma parametrica
- quindi il piano tangente ad un grafico ¢ il piano M-dimensionale affine

immagine dell’applicazione affine v (p, f(p)) + (Idar, D, f)v : RM — RM*+m,

ciot il piano M dimensionale in RM*™ descritto dai parameteri (vi, . ..vy/) come segue

(p, f(p)) + (v, Dpfv) = (p, f(p)) + (v, 0—{(1))) cioe

lZ;
o (E g ) (e £0)
@, f(p) + vt (LO...,U_ ng_;(p)) U (0_"_7(), 1 (?61{, (1))) ’_D/%/\ ) e

- un’altra forma parametrica usando come parametri z = v +p ¢ d \vaF
oy af N ' ( P /\i ~o
() ) + -+ (war —par) [ 0,...,0.1, (p) ) cioe IS

(p, F(®)) + (x1 — p1) (1.0....0, s

duat
(:1,-1, o f(p) + %(m(m —p)++ %(p)(.’r,u B mz))- /\
Fo'rnl]iailcai!‘;ifit;;m;?ente ad un grafico & luogo di zeri in RM*™ della funzione ' | \
R i G(w,2) = ;(;)) +D, f[zg —pl—z G:RM+m , Rm co" 5+ ( Q 2) \/
Gla.2) = (JF(p) L) ( il ) = Doy (f = Td) [ s ] — Opr - =y d ot ( Q _\T 5
2= RO+ PR =)+t P ) - o) — 0

S ” L dst (@P) QAP
= )+ L2+t e )

2.4 approssimazione metrica: analogamente a quanto mostrato per le velocita di cammini
(cfr. FT5-4 ultimo paragrafo), si deduce che il grafico di una funzione f : A C RM — R™
pprossimato al primo ordine” nel suo punto (p, f(p)), dal traslato del

differenziabile in p &
grafico del differenziale .

1l senso dell’approssimazione ¢ il seguente:

ricordando la nozione di distanza tra un punto ed un insieme dist(q, A) = inf,cqd(q,a),
posto P = (p, f(p)) (quindi con Tp si indica il piano tangente in (p, f(p)) al grafico di f),

= (e - i has oy dist(@ Tp)
Q = (x, f(z)) per x € Domf, si ha: Qzl(i%/ dist(Q, P)

Infatti, per continuita di f in p, Q — P se e solo se z — p, e
dist(Q, Tp) _ dist(Q. Tp) _ |(z. f(2)) = (@, Dpf(x = p) + f(P))larem _
dist(Q, P) — |z — plu

_ (@) = f(p) = Dpf(x = p)lm

[z = plu

=0, z—=p.
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b-Si calcoli il piano tangente al grafico della funzione artan(z +2y) nel punto (1,0,%).

1 i caleol un versore normale al grafico i cos(z+)—tan(z+y) sinzy nel punto (/7, -7, 1)

10_ ;?(;()\33 — arfaw (x%ij) >\9(4,0) = %
arfant -0 = 21— (+-1) = S =1) o

/}4’42

z@(x)g>~§(4/o) ~ % o K(Xf4*2/>
x4 +29] 2[ 2 gr

F 09 _Yu o) = Z—;:f*- 4/ ~ /{(V”’;K;;)
i@o&%@\remz &\om&_ N A O> ) 1 g /4; =

2%_€ﬁ9
P f(AO} 4 L0 (X =AY rbﬁ (A, O> Y —
| o a x—F) V?(ﬁj
Z= 2 a5
— GOy = ChbeD) - tam (+9) Sy -]
X-{n=A Y+ln= Jc Alx, ) = CoS /sJ(t)th*)\m[/)H') S (A E -1 tm)
1P D) — 1] = mrt) n {aﬁj %O@*’CFJLQ&/))\]?\ + B (F /)ﬂ

= Ox- @ +(y+ )7 )
%\420: (0/0/7)



2.5 Vettori tangenti al grafico

Vettori tangenti. Che le velocita in (p, f(p)) di cammini sul grafico di f: A C RM —
R™, differenziabile in p, diano tutto T,f, si deduce della regola della catena (differenziale di
funzioni composte cfr. FT11) nel caso particolare di composizione con cammini (funzioni di
una variabile):

Proposizione 2, regola della catena per cammini: se f : A C R® — R™ ¢ differenzi-
abile in p e ¥(t) & un cammino in Domf, derivabile per t=0, con v(0) = p, allora f(y(t)) &
derivabile per t=0 e

(Y0 = O G2 0) + -+ 4 244(0) 52 0) = THGO)] = ((0)- D)) = 500

Dimostrazione: per differenziabilita di f: f(v(¢)) — f(p) = Jf(p)(v(t) — p) + o(|7(t) — plum)
per derivabilita di v: v(t) —p=+'(0)t+ 0o(t), ove |0(t)|ar = oft).
Sostituendo la seconda nella prima

FO@®) = fp) = tTf(p)(7'(0)) + J f(p)a(t) + o7 (0)t + 6(¢)][sr)
- Per Cauchy-Schwarz se A & una matrice m x M, v € R™ si ha |Av|, < v/ D2 (A47)2:
quindi il penultimo addendo del secondo membro ¢ un o(t).
- Poiche o(|u + v|a) C o(|ular + |v|ar) e se |ular = o(|v|ar) si ha o(Jular + |v|am) = o(|u|ar)
anche "ultimo addendo del secondo membro ¢ o(t). Concludendo

B . fO®) - f@) _
FO®) = f(p) = tTf(p)(7(0) + o(t),  cioe =————— —= Jf(p)(7'(0)) = W(p)
Corollario: se f e differenziabile in p il suo differenziale D, f & I’applicazione lineare
dy df oy
oy L 0),
per ogni v cammino in Dom f, derivabile per ¢ = 0 con v(0) =
Teorema 3: La giacitura del piano tangente al grafico di f in (p sono esattamente i
vettori V' di RM*™ oltre a quello nullo, del tipo V = con v € RM non nullo:
e . af
ciob del tipo I'(0) = (0), 530) ). T(®) = (4(0). F1(1), (0) = p. 7(0) = v # O

Dimostrazione: - se T'(t) = (y(t), f(7(t)) € Graf f, con y(t) cammino derivabile per t =0 e
7(0) = p, si ha per la regola della catena : I"(0) = (7/(0), D, f+'(0)) = (’y’(O)7 %(p)) €T,

- Per quanto visto al punto 5 del teorema 2, tali vettori formano uno spazio vettoriale. In
particolare per i cammini che danno le derivate parziali v;(t) = p +te;, 1 < j < M, si ha
I';'(0) ~ (ej,0;f(p)), che sono, come gia osservato, una base di 7).




2.6 Interpretazione geometrica del gradiente:
equazioni del tangente ad un insieme di livello (preimmagine)

Gradiente come vettore nello spazio del dominio: se f : D C R™ — R ¢ differenziabile
in p, allora V f(p) & ortogonale in p al livello per p, Z = {x € D: f(z) = f(p)} nel senso
seguente: per ogni cammino vy : I — Z, v(0) = p, derivabile per ¢t = 0 si ha:

of of
1(0) =~ (0 =(V -7/(0)) = 0.
10z, @)+ + 05— @) = (V) /(0)
Dimostrazione: per la regola della catena per la composizione con funzioni di una variabile
si ha che t — f(v(t)) & derivabile per ¢ = 0. Inoltre:

(fo7)'(0) = (Vf(p) - 7'(0)), e con l'ipotesi v(t) € Z, t € I, ovvero f(y(t)) =0, t € I, si ha

RO+ + A 0 0) = () (0) = 0.
Corollario, equazione del piano tangente ad un insieme di livello:
-sia f: DCRM - R ¢ C' con Vf(p) # Opa,
se Z = f71({f(p)}), intersecato un intorno del punto p ¢ il grafico di una funzione reale di
(M — 1)-variabili differenziabile,
il suo piano tangente (M — 1)-dimensionale in p & ben defnito e I'equazione di questo é:

of af
z—p)-V =(x1—p1)=— e (7 —(p) =0.
(@=p)- VI@) = (@1 =p)g ) + -+ (20 = par) 5 ()
-Siaf:DCRM - R™ m< M, &C" con Vf(p) di rango massimo m,
se Z = f~Y({f(p)}) in un intorno di p & grafico di una funzione differenziabile di (M — m)-
variabili a valori in qualche sottospazio di RM di dimensione m e quindi ha piano tangente
M — m dimensionale in p, ’equazione di questo é:

(1 *Pl)%(P) + o4 (vm —pu) oh (p) =

7 Oz
D, flz — p] = Ogm ciod

Ofm Om
(4731*171)(‘)%1(17)Jr ..-+(erpM)a£M

(r)=0
Cioe Vf1(p), ...,V fm(p) sono una base per l'ortogonale della giacitura del piano tangente.

Ovvero:
la giacitura del piano tangente ad un luogo di zeri {x : f(z) — f(p) = Orm} in p

e il luogo di zeri del differenziale: KerJ f(p).

Dimostrazione corollario: - poiche Z localmente coincide con un grafico di una funzione di
(M — 1)—variabili a valori reali, ha piano tangente M — 1 dimensionale in p.

- - Per il teorema 3 la giacitura di tale spazio tangente sono le velocita v = (vy,...,vp) dei
cammini in Z passanti per p.

- - D’altronde tali velocita devono soddisfare la condizione (v - V f(p)) = 0.

- - Poiche Vf(p) # Ora tale relazione definisce un sottospazio M — 1 dimensionale che quindi
coincide con la giacitura dello spazio tangente, che a priori ¢ un suo sottospazio di egual di-
mensione.

- - Traslando in p si ha che 1'equazione dello spazio tangente & ((x — p) - Vf(p)) = 0.

- Il caso di f a valori in R™, m < M, con V f(p) di rango massimo m, & del tutto anal-
ogo. Infatti il sistema definisce un sottospazio M — m dimensionale che contiene il tangente
anch’esso M — m dimensionale.



Osservazione 17: - l'insieme di livello Z = {z : f(z) = f(p)} ¢ l'intersezione degli insiemi di
livello Z; ={z : fi(z) = filp)}, 1 <i <m;

- il suo tangente M — m dimensionale in p e l'intersezione dei tangenti M — 1 dimensionali
in p agli m luoghi di zeri Z;, 1 <i < m.

Osservazione 18: in realta il teorema del Dini delle funzioni implicite, garantisce che, nelle
ipotesi fatte su f (che sia C* in un intorno di p, con Vf(p) # 0), il livello Z & effettivamente
in un intorno del punto p grafico di una funzione.

Quindi & ben definito il piano tangente ((M — 1)-dimensionale). Coincidendo la sua giacitura
con le velocita dei cammini in Z e passanti per p, V f(p) e ortogonale ad essa.

Osservazione 19: piu in generale il teorema delle funzioni implicite garantisce che il luogo
di zeri Z di una funzione vettoriale f : D C R™ — R™ m < M, C' , con lipotesi
V f(p) di rango massimo m, ha intersezione con un intorno di p che ¢ grafico di una funzione
differenziabile di (M — m)-variabili a valori in qualche sottospazio di R di dimensione m.
Quindi Vfi(p), ...,V fn(p) da una base per l'ortogonale alla giacitura M — m dimensionale
del tangente a Z in p.

Quindi nelle ipotesi fatte la giacitura del tangente ad un luogo di zeri in p e il luogo di zeri
del differenziale KerJ f(p)

Un’altra importante proprieta, quando non nullo, del gradiente in un punto p, come vettore
del dominio, & quella di individuare in p la direzione di massima crescita della funzione:
Massima pendenza necessaria. Se f : D C RM — R ¢ differenziabile in p e V f(p) # Ogu

allora: L(m ¢ la direzione di massima crescita di f in p. Ovvero per ogni v, |v|y = 1:
|Vf(p)|Maf i) of
b
) < 1950 = (oD 9109 ) =~ (o)
v IV (P)|ae Oerra
Dimostrazione: per differenziabilita (cfr. teorema 2-5): %(p) = (v - Vf(p)), quindi se
|v|p = 1 per la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz (cfr. FT 2) g—i(p) <|\Vf®)|nm-

Vale in un certo senso il viceversa, di dimostrazione pitt impegnativa , che da una condizione
sufficiente per la differenziabilita in un punto p usando le derivate direzionali solo nel punto p:

[f(z) = f(y)]

< L.
|z —ylm

Massima pendenza sufficiente. Sia f ¢ Lipschitziana di costante L:

3}
Se esiste v, |v|y = 1 per cui esiste 8—f(p) = L,allora:  fedifferenziabileinpe V f(p) = Lv.
v
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- Si trovi la tangente nel punto (1, 1) dell'insieme di punti del piano definito da 2 +y"~2=0

- Si trovi la retta ortogonale alla regione {(2,y,2): log(z* +y* +¢€) = ¢*} in (0,0,0).

_fyy = xRy 2 ) o comohzriong F=0O defin1sce
€ gatieo Yoy @ derubi@ diona
\/driak)\'€€, 9uihdt‘ a’/f,ferenaa’o\@ "Pe\,:f‘dv\—ﬁ)
\'equaz\‘one dela etta "’av@@vfe e
E 4y () 2Lhay9-1) =2,
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ESERCIZIO 1. 4 o a- Si determini il piano normale in (1, 1, 2) all'insieme definito da ayz =2,
iy +rz4y2=).

P" Pz, 3 2
b Fxmz) = (ve xyaxz - 72)¥£"R———>R
<1 g ssunne \a d\\jc—ferﬁ/\z\&\o\i’av @L\’,ﬁ \
e ssen do Z—-{ (x,%,2) :;90(,7,2)2(2,5’)\ o C&Q\Qco

(P=ry=%, r=ry=(5-2)% XY= “ié/f—‘”’ )

potche D_(Mz)wf :<i§) e d"\raméoo md sst e
’& “"@Ha t&\/\qenbe \/\q\ C ofua%bo'/\/\\ jﬁ Q;;)C(o)

bl-MH by-1) 4 3(2-2)=0°
(r-1) 4 6/9-Y 4 L(2-2H—°

2 (x—=V) 4 2(y-4) 4+ 2-2 =
{ 43 (y-) L 2(2-2) =©O

- / /
, C o o v wa €

Cos CprtCa, 1,1, g | pane as
\/\CL e,?u&%\\oy\g X—= —(‘7—\) = O, /(’7



2.7 Tangente ad immagini

Osservazione 20: - oltre che come preimmagini (luoghi di zeri o insiemi di livello) di funzioni
conviene spesso descrivere un sottoinsieme di R™ come immagine di una funzione vettori-
ale. Per esempio il segmento in R? di estremi (1,2, 3) ed (4,5, 6) puo essere descritto come
immagine della funzione lineare affine (1,2,3) + t((4,5,6) — 1,2,3)) = (1,2,3) + ¢(3,3,3),
ristretta ai t € [0;1]. O piu in generale una “curva materiale” puo essere vista come immag-
ine (sostegno) di un cammino.

- Per tali insiemi visti come immagine, come per i luoghi di zeri, ¢ utile individuare in termini
delle funzioni in gioco e delle loro derivate parziali i piani tangenti e ortogonali all’insieme.
Jacobiano nel codomino: per m > M, se f = (f1,..., fm) : D C RM — R™ ¢ differenzi-
abile in p, con J f(p) di rango massimo M,

per ogni I : (a;b) — D con I'(¢) = p, I'(c) = v # Oga si ha che
8—(}9) # Opm & vettore tangente al cammino ¢ — f(I'(t)) in f(p).
v

Dimostrazione: ¢ lo stesso argomento usato nel teorema 3, per veder i vettori tangenti a un
grafico, basato sulla regola della catena per la composizione con cammini (proposizione 2).
Si ha infatti

oy of O on OF s . ~ .
(fol')(c) = Fl(c)a—%(P) pati iy FM(C)%(Z?) = %(P) = Jf(p)I"(c) # Or= per iniettivita.
Piano tangente ad un immagine: per m > M, sia f = (fi,..., fm) : D C R® — R™

differenziabile in p, con J f(p) di rango massimo M.

Se I'immagine di f intersecata un intorno di f(p) e il grafico di una funzione differenziabile di
M wvariabili a valori in qualche sottospazio di R™ di dimensione m — M, essendo ben definito
il piano tangente M dimensionale ad Imf in f(p), si ha che una base della sua giacitura e
data dalle M derivate parziali in p di f:

of of
8—:,51(29)""’ @(P)
ovvero dalle colonne di Jf(p) ovvero dalle righe di V f(p).

Ovvero
la giacitura del piano tangente all’ immagine Imf in f(p)
e 'immagine del differenziale wn p: ImJf(p).

Quindi la forma parametrica del piano tangente all'immagine e:

0 0
flp) + &%(p)—l—---—l—&w%(p):Jf(p)s, s=(s1,...,sm) € RM

Dimostrazione: - Essendo p internoa D viér > 0 per cui [0 (¢) = p+te;, [t| <7, 1< j < M,
. ‘ < 0
sono a valori in D: quindi f(I'V)(¢)) sono ben definiti e f(T'V)(0)) = p, (foF(J))/ (0) = 8—f(p)
l’ .

- Per la proposizione 3 tali vettori velocita, e lo spazio da essi generato, sono contenuti nella
giacitura dello spazio tangente in f(p) ad Im f. Avendo, per ipotesi, essa dimensione M,
viene a coicindere con lo spazio generato dalle derivate parziali in p: infatti

- per ipotesi gli M vettori g—i(p), ce aii - (p) € R™ sono lineramente indipendenti e generano
un sottospazio di R™ di dimensione M.

Osservazione 21: per le immagini invece del teorema del Dini vi e il teorema del rango:

se f: DCRM — R™ M < m, ¢ differenziabile in p, con J f(p) di rango massimo M, allora
f ristretta ad un intorno U di p ha immagine che e il grafico di una funzione differenziabile
di M wvariabili a valori in qualche sottospazio di R™ di dimensione m — M, quindi é ben
definito il piano tangente M dimensionale ad Imy f in f(p), e una base della sua giaciutura
¢ quindi data dalle M derivate parziali in p di f.




FES Es/
d- i caleoli il piano tangente all immagine della funzione F(u, v) = (u— v, uv, u+v) nel suo
punto F(1,1) = (0.1, 2)
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2.8 1l differenziale del determinante

- Matrice dei cofattori, matrice aggiunta Se matrice A ¢ una matrice quadrata m x m,
si definiscono: la matrice cof A dei cofattori (cof A)¥ = (—1)h+kdetAZ

e la sua trasposta, la matrice aggiunta adgA, (adjA)r = (—1)h+kdetAZ.

Se A ¢ invertibile (detA)A™! = adj A.

- Prodotti scalari tra matrici identificando lo spazio Mjy,, delle matrici A X m con
R e.g. allineando verticalmente le colonne per ottenere vettori colonna A = (A7) —
HAL ... AL A2 AT ... ATY), e orizzontalemente le righe per ottenere vettori riga A —
(AL .. AP AL AL AT, il prodotto scalare in R diventa un prodotto scalare -y
tra matrici h x m: (A- B)gwm =Y ;0. ALB: =tr'AB =1 A - B

corrispondente al prodotto righe per colonne

trAB = ((tA)%a G g (tA)iL7 (tA)éa ) (tA)}m LR (tA)ﬁn) t(B%a w s 7B}L7B%7 4 s >B¥L7 #E s 7Bfrzn) =

— (AL, AL A2 AT AMYBL,... BLB.. B".. B

- Derivate del determinante di un cammino di matrici: sia A : I — M,,x,, cammino
di matrici, con A?(¢) derivabili. Essendo detA(t) un polinomio nelle funzione coefficienti, &

derivabile e: (detA) = cofA -y A =tr(adjA A).
Differenziale del determinante di una matrice La funzione polinomiale
det : Myym — R, A= {A7}, det(A) = Z segno(j1, . .., jm) A - - Alm

Jp#iq se p#q, 1
¢ differenziabile e, considerando le matrici vettori colonna H ~ *(H}, ..., H. ..., H™ ... H™):
(Jdet(A)) H = tr(adjAH) = cofA-yy H = Vdet(A) -\ H
(Jdet(A)) = adjA = ((adjA)i,..., (adjA)T, ... (adjA). ..., (adjA)]) come riga,
(Vdet(A)) = cofA = ((cofA)i,...,(cof AT, ... (cofA)L, ..., (cofA)l) come colonna
Odet
0A!
Dimostrazione: - per la differenziabilita dei polinomi in pit variabili conviene usare il teo-
rema del differenziale totale. Per una dimostrazione induttiva usando solo la definzione di
differenziabilita, basta mostrare che il prodotto di due funzioni coordinate e differenziabile:
([L’i + hz)(l’] + h]) =x;x; + $ihj + hﬂ?j + hihj, l’ihj + thj ¢ lineare in h, e hlh] . O(|h|m)
- Si usa il corollario alla proposizione 2, componendo det, con un cammino di matrici, e la
formula della derivata del determinante di una cammino di matrici.
Alternativa: la matrice jacobiana 1 x m? (riga) di det, e la sua trasposta, matrice gradiente
m? x 1 (colonna), sono determinate dalle derivate parziali rispetto alla base canonica di R™,
corrisponenti alle m? matrici B(i,j), m x m, con solo la componente B(i,j)! eguale ad 1 e

le altre nulle, ovvero con solo la colonna j* non nulla uguale a eg,. (base canonica di R™):

ddet d . 4 . S s S
(A) = — (det(A +tB(i,7))),_o = tr(adjAB(i, j)) = tr(0] ... |0]|(adjA)"colonnaj*|0] . . . |0) =

(A) = (cofA)] = (adjA);.

0Al dt
= (adjA)j
Esercizio: sia (F, ..., F,,) = F = F(t,z) : R x R™ — R™, differenziabile, F; € C*(R x R™),
F
1 <i < m, con F(0,z) = z. Posto v(x) =: aa—t((),:v) = (v1(x),...,vn(x)), JLF(t x)

odetJ, F
ot

la matrice jacobiana delle derivate rispetto alle x, si calcoli (0, ) in termini delle

derivate parziali prime di v.



2.9 Differenziale e gradiente tangenziali 1:

Notazioni per le matrici: 1- Se A & una matrice h x k con A? si indica la sua componente di

i-esima riga e j-esima colonna: considerando gli elementi di R" e di R* come colonne, ed
indicando le rispettive basi canoniche con e}" e e}’ si ha A] = eR" Ael".

2- Con A, si indica la i-esima riga, con A7 la j-esima colonna: A; = eR"A, A/ = Ae?k.

3- Siano dati: A matrice h x k, due multi-indici crescenti di numeri naturali non nulli:
I =(iy,....0), 7 < h 1<i <-- <i, <he, rispettivamente, J = (j1,...,Js), s < k,
I1<pn<--<jys <k,

--Con Aj o A;, ., rispettivamente A7 o A7 si indicano le matrici r x k ed h x s ottenute
selezionando le righe i, .. .4, rispettivamente le colonne j; ... j;

--con Af o AJI’ ’]S la matrice r X s ottenuta selezionando sia le r righe che le s colonne;

--con Ayo Ay/l, iy A7 o ATt A‘] o Aﬁ’ 7 e matrici (h —7) X k, h x (k — s),
(h — 1) x (k — s) ottenute nei vari casi scartando le righe o le colonne degli indici barrati.
detAV

det A
4- Per la sostituzione con una colonna v, della colonna j* di una matrice A, h x k si usa la

notazione A[v/A], o (...]A77V|ATT! . .). Analogamente per le righe.

- Quindi la regola di Cramer per le soluzioni u del sistema lineare Au = v h X h, ovvero
h

u; = Z(—l)iﬂ vjdetAZ(detA)_1 diventa, essendo la sommatoria lo sviluppo del determinante

- - Quindi per una matrice quadrata A invertibile si ha [A_l]z = (=1 _—2

per lzj _2‘1‘ colonna della matrice Afv/A?] : o
u; = %. Per un sistema matriciale AU =V, U = A7V : Uij = %.
2z =fi(z1,.- -, Tm)
Notazione: - usandosi spesso le notazioni z = f(z), ovvero : , per indi-
Zm =fm(T1,- -, Tar)

care una funzione f : A C RM = R™, ¢ I per la derivata prima di f rispetto a x, nel caso
9

in cui f sia di una variabile reale, e suggestivo usare per la matrice Jacobiana, similmente

Oz 02150003 %m)
81’ 6(:171,...,:17]\/[)’

T 8z2 i Oz 8(2%,. oy 7/)
Jf@)ide = = (Jfp)Ef = 725 = b,
()i, 0T i (J1(p ))7’1 h Oz O(Th, . Th)

. . . 4 4 3} 0
in breve per [ = {iy < --- <]}, J={j1 <<} : (Jf()] = %, (Jf(p)); = 8—Z

- Selezionando le righe I = i; < --- < i, non si considerano tutte le funzioni componenti di
f, ma solo le proiezioni di f sugli h assi coordinati scelti I: (Jf(p))r = J fi(p).

per la matrice gradiente, e le loro sottomatrici, le notazioni: J f(p) =

- La selezione delle colonne con J = j; < -+ < j, piuttosto significa che si sta considerando
- - la matrice associata alla restrizione di D, f al sottospazio generato da e;,,...,e€;,,

- - 0 meglio, coerentemente alla definizione di derivata parziale, lo Jacobiano della funzione
di k variabili ottenuta componendo f con la parametrizzazione del sottospazio affine

Pr Ty + e (T T) = fp+zpen 4o+ xye).



Differenziale tangenziale 1: - Sia W un sottospazio vettoriale di dimensione k& di RM:
f: A=A CRM — R™ si dice differenziabile in p € A lungo W se la sua restrizione Jiw al
sottospazio affine p + W, munito della norma indotta da quella di R, ¢ differenziabile in p.
- 11 suo differenziale si dice differenziale taangenziale di f in p lungo W. . "

Si indic'a con PWf(p? ; W —> R’T@, o con' %(p) Se W = {tw}cr, |w|M = 1 % ~ %
- Se poi f ¢ differenziabile in p, il suo differenziale lungo W ¢ la restrizione a W di D, f.

Osservazione 22: se una funzione g coincide con f su U NW, ove U e un intorno di p, allora
anch’essa ¢ differenziabile in p lungo W e D}V'g = D}V f.

Osservazione 23: - se non si introduce una base su W non ha senso parlare di matrice Jaco-
biana di f o di gradiente lungo W. Puo essere utile, nella pratica, assumendo che f abbia
un’estensione ad un intorno in RM di p differenziabile in p, riferirsi alle coordinate dello spazio
RM ambiente, ed usando PV la proiezione ortogonale su W, (*P =P PP = P, P = Idy)
definire due matrici, rispettivamente m x M e M X m, come segue:

Matrice Jacobiana ambiente e gradiente ambiente: sono rispettivamente:

JVf(p) = Jf(p)P™ ~ D, fP" (D,fPY = D,f,, =D)f), VVf(p)=:PVVf(p).

Osservazione 24: - data una _base 8 = {wy,...,wr} C R™ di W, lo si identifica con R*.

- Si ha che f ¢ differenziabile in p lungo W se la funzione f7 ~ f;, da R* in R™ data da
p+ s1wy + -+ sgwg — f(p+ sqwy + - + spwy) e differenziabile in 6Rk.

- La matrice Jacobiana Jo_, 8 di f# ¢ la matrice Jacobiana Jf f associata nella base 3 a

DY f(p). E una matrice m x k.
- La relazione tra Jpﬂf e DXVf ¢ la seguente: dato w = sywy + - -+ + spwg, 5 = t(sl, ey Sk)

Ty fs = f7(s) = f?(Ore) +o(|sle) = f(p+w) = f(p) —o(|w|s) = DY fw = D} f(wn] ... [wy)s,
quindi Jf(p) = DY f(wi|...|wg) = (DY fwi|...|D) fwy), matrice m x k.

- Se poi 3 & ortonormale per il prodotto scalare su W dato da quello di RM ha senso parlare di
t

tDZV fw w1
gradiente tangenziale V7 f(p) = V f2(0grs) = . =1 | Vf(p), matrice k x m.

t
D) fwy, wy,



