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Ingegneria dell’energia, A.A. 2021/22
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Domande di introduzione

Ry = ( cosf —sinf

Quarto foglio di esercizi
c
N - 7 =4
; P la trasformazione
sinf  cosf Cb
rcosf — ysinf )

rsinf + ycos6

M
26/. Domanda 1 Dato 6 € [0;+00) si consideri la matricd

lineare da R? in sé ad essa associata R(z,y) = Ry ( ayz ) =
a- Si mostri che essa descrive la rotazione, in senso antiorario di un angolo di 6 radianti, intorno a
(0,0), del punto corrispondente al vettore (z,y).

b- Che interpretazione geometrica dare nel caso in cui § < 07

c- Si scriva la funzione da R? in sé che corrisponde alla rotazione di un angolo fﬂ' radianti in senso Cd S |
orario attorno all’origine. a b -

cosf  sinf
sinf —cos6 )

lineare da R? in sé ad essa associata S(z,y) = Sp M 0950 & g : 21f/44 'L &m
y rsinf — ycosl “
Si mostri che essa descrive la riflessione, del punto corrispondente al vettore (z,y), rispetto alla retta n ﬁ-(\)) - e'{ U ) " - \‘U
. . . . . .0 A 3
che forma con il semiasse positivo delle ascisse un angolo di — radianti. v‘ 03
o/, 2 <%.v> —_ “U \ —‘0—'\/“

3o/ ; ;
Domanda 3%- Si mostri che le funzioni f: R? — R? lineari che conservano le distanze (isometrie),
ciod: per ogni u, v € R? si abbia ||f(u) — f(v)|| = |Ju— v||, sono tutte e sole quelle la cui matrice \\l/ 4
a —b a

associata]t[éM(Q,Q,R)édeltipoiwz(b . bl 7a>,cona2+b2:1. (2 oy .g(.'u_)» - <U'V>

b- Si mostri che che le funzioni f : R? — R? lineari iniettive che mantengono gli angoli (conformi),

cioe: Yu, v 2 §i ha cos (u0gav) = cos | f(u)0ra f(v) )., ovvero: - f©) = fu-v)
¥ 0 € B2 b oo (a0ni) = con (£(600me 1)), ovvere: [z = Ty

oDomanda 2 Dato 0 € (—m;m) si consideri la matricel.Sy = e la trasformazione

sono esattamente quelle la cui matrice associata e del tipo M = ( Z ;b ) , ( Z 7ba ) e di rango

massimo.
Tl campo dei numeri complessi C ¢ : sia uno spazio vettoriale di dimensione 1 su C stesso, sia uno
spazio vettoriale di dimensione 2 su R, di isomorfismo R-lineare canonico con R? dato da
c(z,y) =z +1iy:

a B

)
[ R* = R2? f(z,y) = (6(z,y),¥(x,y)) = (ax+ By, ¥z + dy), per cui cofoc™! : C — C sia C-lineare
(ovvero la moltiplicazione per un dato numero complesso) ?

¢~ quali sono le matrici M = € M(2,2,R) a cui ¢ associata una trasformazione R-lineare

Domanda 4 a- Si provi che le funzioni f : R"™ — R™ che sono isometrie e lasciano fisso Orn,
cio ||f(z) = W) = lle—yll, 2, y € R, e f(Omn) = O,
sono tutte e sole quelle che conservano il prodotto scalare, cioe (f(z) - f(y)) = (z-y), z, y € R™.
Teorema: le isometrie di R™ in sé che lasciano fissa 1'origine di R™ sono funzioni lineari:
b- si provi nel caso n = 2 il teorema, cioe:

le isometrie di R? che lasciano fisso (0,0) sono funzioni lineari.

Domanda 5 Le funzioni f : R? — R? tali che: 1) f(tu) =tf(u), per ognit € Reu€ R% e

2) trasformano coppie di rette parallele distinte in coppie di rette parallele distinte

sono tutte e sole le trasformazioni lineari iniettive (si tenga presente la regola del parallelogramma).
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® Domanda 6 a- Dati a = (ay,...,a,) € R™ e b = (by,...,b,) € R" si mostri che la funzione

U ®

sffle

fz1, ..., xy) = (x-a)b, da R™ in R™, ¢ lineare.
b- Si scriva la matrice, evidenziando colonne e righe, associata ad f : R™ — R", denotata da b® a.

c- Provare che la proiezione ortogonale su di un iperpiano, dato da a1z + - - - + a,x,, = 0, & lineare.

d- Si scriva la matrice ad essa associata in termini dei coefficienti (aq, ..., a,) =: a # Ogrx.

e- Dato il sottospazio di R?* definito da = +y + 2z +u = 0 si mostri che la trasformazione di R* in sé
che che da il simmetrico di (z,y, z, u) rispetto a tale sottospazio ¢ lineare. Se ne scriva la matrice.

Domanda 7 (cfr. Berarducci Papini es. 4.3) Si consideri la trasformazione lineare f da R in sé che
trasforma i vettori della base canonica rispettivamente in (2,3,4), (3,4,5) e (10,14, 18).

a- Si mostri che f(1,0,0) ed f(0,1,0) sono indipendenti. Quali degli elementi della base canonica di
R?3 son indipendenti da f(1,0,0) ed f(0,1,0)?

b- Si calcolino le dimensioni del nucleo e dell'immagine di tale trasformazione.
c- Si calcoli il trasformato di (2,2,1).

Domanda 8 Si consideri la funzione lineare f : R* — R|z]3, polinomi di grado minore eguale a 3,
che su i vettori della base canonica vale nell’ordine rispettivamente 22 + 1, 2% — 1, 22 + 2, x — 2.

a- Si determinino il nucleo e 'immagine di f.

b- Considerando su R/[z]3 la base canonica 1, z, ,z? 23 si scriva la matrice associata ad f.

c- Si trovino tutte le soluzioni v = (v, ve, v, v4) € R?* dell’equazione f(v) = 22 +x + 1.

Domanda 9 Per quali valori dei parametri s, t € R la funzione lineare f : R? — R3,
flz,y, z,uv) = (xs+y+z+u+vt,c+ys+z—tu+v, x+y+ zst+u+v)

a- & surgettiva?

b- 'immagine ha dimensione esattamente 27

c- Se ne determini il nucleo nei vari casi.

Domanda 10 Si scriva la matrice associata alle seguenti funzioni lineari nelle basi rispettivamente
specificate:

a- T. : Rlz]s; — Rz]5, ¢ € R, (T(p))(z) = p(xr + ¢), ove la base di R[z]5; ¢ quella usuale

D 8 il B
1, z, x°, x°, %, z°;

b- D : R[z]5; — Rlx]s, (Dp)(z) = p'(x), ove la base di R[z]5 ¢ quella usuale 1, z, 2%, 23, x4, x;

Domanda 10 bis Si consideri la trasformazione lineare, da R? in sé, data dalla rotazione in sen-
so antiorario intorno all’origine di una angolo di 7. Se ne scriva la matrice associata nella base

((1,1),(2,1)).

r+y+z = 0
Domanda 11 Si considerino 7 e 7 i sottospazi di R? definiti rispettivamente da ,

r 4+ 2z = 0
2z +y+3z = 0. Quali sono le funzioni L : R? — R3 lineari per cui L(r) = {0} ed L(r) = R(1,1,1)?

Domanda 12 Si trovino tutte le applicazioni lineari da R* in R? surgettive e con nucleo eguale a
R(1,1,1,1).

Domanda 13 Si considerino in R? i sottospazi H e K di equazioni rispettivamente x +y — 2z = 0

z—y=0
e
r+2z=0



Domanda 12 5 trovino tutte e applicaziond [near da R n R sungettive e con muleo eguale 2
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® Domanda 6 a- Dati ¢ = (ay,.... ap) € R™eb = (by,...,b,) € R" si mostri che la funzione
flzy,...,2,) = (2 a)b, da R™ in R", ¢ lineare.
& b- Si scriva la matrice, evidenziando colonne e righe, associata ad f : R™ — R, denotata da b® a.

¢- Provare che la proiezione ortogonale su di un iperpiano, dato da a;x1 + - - + a,z,, = 0, ¢ lineare.
& (- Siscriva la matrice ad essa associata in termini dei coefficienti (ay, ..., a,) =: a # Ogn.

e- Dato il sottospazio di R* definito da  + 3+ 2 +u = 0 si mostri che la trasformazione di R* in sé
che che da il simmetrico di (z,y, z,u) rispetto a tale sottospazio ¢ lineare. Se ne scriva la matrice.

b
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a- Dire se esiste e in caso affermativo scriverne almeno una, una applicazione lineare f : R* — R? 41— s
tale che f(H) =0e f(R?) = K. L 'U >\4Y\/\
b- Dire se esiste g : R* — R? tale che go f = 0 dove f & una applicazione lineare verificante le ipotesi o M . = WA
del punto precedente. ¢ A |' () =m M
- Dire se esiste e in caso affermativo scriverne almeno una, una applicazione lineare g : R* — R? L =T Z ™ ) v
tale che g(K) C H e g(H) C K. IL = -
% —
Domanda 14 Sia V lo spazio dei polinomi a coefficienti reali di grado < 4. U '_’_\:.» V/‘Vl 120V A RE

HNK e della somma H + K. —
b- Determinare, se esiste, un’applicazione lineare T: V — V tale che T(H) = K e T(K) = HNK e U L’g ?"1_ V/“V\ Q —m - %’M
=

Si consideri lo spazio H generato dai polinomi 1,1+ z,1 + x + 2% e lo spazio K quello generato dai . \[_—7 V4
polinomi 1+ + a2, 1 +x + 23,1 + 2% % % ! U
a- Dopo aver identificato V con R® tramite una base di V| scrivere le equazioni dell'intersezione g M u’> AO

scriverne la matrice associata

Y
Domanda 15 Denotando con ‘e; = (1,0,..., 0),....te, = (0,...,1) le righe corrispondenti alla — L_OA? " . T
base canonica di R, e data M matrice n x k, a quali matrici rispettivamente corrispondono i prodotti 8OL = OU—/)V dmn T ‘2' LS
e, .

righe per colonne seguenti: | ‘e;+p'le; | M,
€it1 J° e

Al U L> Tl =V

t
e }, 9

Domanda 16 Costruire se possibile, nei vari casi, un’applicazione lineare con le proprieta richieste, d ¢ % M = /W\éo —r ‘.

e scrivere la matrice associata nelle basi, di dominio e codominio, eventualmente specificate: ? um _ 0). I L ﬂ k a L

a- ¢ : M(n,n,R) = R, n > 1, per cui se rankA < n si abbia ¢(A) = 0, e ¢(Idyxn) = 1: base WW L%—/O n = Dinsnr, +

SR n LN L L
dominio ef" © el ove ef" & la base canonica di R", base codominio 2;

b- ¢ : R[z], — Rlz],—1, n > 1, R[z],, polinomi di grado minore eguale a m, per cui %
e + 22D 4o 422+ 1) = 2% 0 < 2k <, U;— K%L@
A(x?+1) = 221 4 4?3 ... 4 2 1 < 2k — 1 < n: basi di dominio e codominio quelle canoniche;

c-¢:U—U,U=U &Us, per cui ¢(Uy) = Uy e ¢(Us) = Uy. # . IIM?’ML" ’?(A - (9

Domanda 17 al—éForma canonica di Nord-Est) Sia L : U — V e lineare, dimU = n, dimV = m.
LEZ\ONT

Trovare le basi di U e V per cui la matrice associata ad L in tali basi sia <.O Orxtn—n) Ldrxr > Lt MA (PAS A Qﬂ S A g < 62

m-ryx(n-r) Om—r)xr
Chi & r?

%Qé gj\mwe/\/l(m],;) trovare le matrci invertibili & € M(m, M), S € M(n,n) per cui SMS =
rX(n—r) TXT

O(m—r)x(n-r) Om—ryxr

; -JI@M rici M, N € m x n hanno lo stesso rango se e solo se N = X M S con ¥ ed S invertibili.
bl- Sia L : U — V lineare, dimU = n, dimV = m, r =: rango L < m, n. Determinare due funzioni
lineari f : U — U, g: V — V dirango rispettivamente n—r e d m—r per cui Lof(u) =0y = goL(u)
per ogni u € U. -

b-2 Sia M € M(m,n) non invertibile, cio¢ di rango non massimo, mostrare che ¢ un divisore

destro e sinistro, rispetto al prodotto di matrici, della matrice nulla: vi sono due matrici noggnulle

A€ M(n,n) e B € M(m,m) per cui MA = 0y = BM. u&w
Domanda 17 bis a- Se una matrice quadrata M ¢ simile alla matrice identica (Id = S~' M S)

allora ¢ uguale alla matrice identica.

b- Le matrici < } (1) >7 < (1) (1) > hanno stesso rango ma non sono simili.



