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Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Secondo foglio di esercizi
Domande di introduzione

Domanda 1 a- Mostrare con un esempio che due piani bidimensionali in R posson essere “sghembi”,
ovvero avere intersezione vuota ma con i due piani ad essi paralleli e passanti per (0,0,0,0,0), che si
intersecano solo in (0,0,0,0,0).

Si assuma che dati quattro elementi di R* linearmente indipendenti, ogni altro elemento di R* si
scrive come somma di loro multipli reali.

b- Si mostri quindi che due piani bidimensionali in R* con i due piani ad essi paralleli e passanti per
(0,0,0,0), che si intersecano solo in (0,0, 0,0), si intersecano in almeno un punto.

c- Si mostri quindi che due piani bidimensionali in R?* con i due piani ad essi paralleli e passanti per
(0,0,0,0) con intersezione non solo {(0,0,0,0)}, possono aver intersezione vuota.

Domanda 2 Trovare la proiezione ortogonale di (1,2, 3,4, 5) sulla retta #(1,1,2,1,3), ¢t € R.

Domanda 3 a- Mostrare che le soluzioni del sistema nelle variabili (z,y, z,u,v) € R® determinano
r + vy + 32 + u + 4dv =0

un piano bidimensioanle ¢ * + y + 32 + 2u + 3v = 0
r 4+ vy — 2z + u + 2v =0

b- Descrivere in forma parametrica tale piano bidimensionale.

Domanda 4 a- Trovare delle equazioni cartesiane che determinino I'ortogonale del piano bidimen-
r + y + 32 + u 4+ 4dv =0

sionale di R® definitoda { = + y + 32 + 2u + 3v = 0
r + vy — 2z + u 4+ 2v =0

b- Descrivere in forma parametrica tale ortogonale.

Domanda 5 Trovare la proiezione ortogonale di (1,2, 3,4, 5) sul piano bidimensionale di R? definito
r +y + 32 + u + v =0

da< z + y + 32 + 20 + 3v = 0.
T +y — 2 + u + 2v =0

Domanda 6 Calcolare la distanza di (1,2, 3,4, 5) dal piano bidimensionale di R® definito da
z + y + 32 + u + 4dv 0
T + y + 3z + 2u + v =
zr +y — 2 + u + 2v =20

o

Domanda 7 Calcolare la distanza di (1,2,3,4,5) dal piano bidimensionale di R® dato in forma
parametrica da s(1,1,1,0,1) +#(1,0,1,1,1), ¢, s € R.

Domanda 8 Determinare la proiezione ortogonale della retta in R* data in forma parametrica

. s : : 1 r —y + 2z + u =0
t(1,1,1,1), t € R sul piano bidimensionale in R* definto da { T A
r + 2y + 22 + v =0
Domanda 9a- Verificare che le equazioni { = + y + 3z + 2u = 0, (z,y,2,u) € RY
r —y -z + u =10

individuano una retta in R™.

b- Nel caso trovare delle equazioni per la sua proiezione ortogonale sul piano bidimensionale in R*
. z —y + 2z 4+ u =0
definto da { Fd g+ 34 %= 0

Domanda 10 Determinare la proiezione ortogonale della retta di R* individuata da

r + vy + 2z + u =0 m— g+ oz L@ =0
T =

z — y + z -+ 2u = 1 ,sul piano definto da g 4 35 4 By = 0°

T + y + 3z + 2u = 0
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Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Secondo foglio di esercizi:

esercizi formato esame

Esercizio 1.

ar + y + 3z + oau = «
1. Per quali valori del parametro a € R le equazioni ¢ =z + ay + 3az + 2u = a+1 ,
r 4+ v 4+ =z 4+ 2u = a-—1

(2,9, z,u) € R, individuano una retta?

2. Per quali tra questi parametri la retta non ha intersezione con il piano bidimensionale in R*

. r —y +z + u =0,
deﬁnltOda{x+y+3z—|—2u:0'

3. Per quali di quest’ultimi parametri la retta non ha traslate contenute nello stesso piano?



Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Secondo foglio di esercizi:

esercizi formato esame
Esercizio 2.

Si discuta al variare del parametro a € R la dimensione dell’insieme delle eventuali soluzioni del
ar + y + 3z 4+ au = «

+ ay + 3oz + 2u = a+1

+ vy + =z + 2u = a—-1"

+ § = Z + u =0

sistema nelle variabili (z,y, z,u) € R*

ax



Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Secondo foglio di esercizi:

esercizi formato esame

Esercizio 3.

11 3 014 a
1. Si riduca a scala la matrice 11 3 02 3 b
11 -1 01 2 ¢

2. Usando tale riduzione si discuta, al variare dei dati (a, b, c) € R? il sistema

r +y + 3z + v + 4w = a
T + y + 3z + 2v + 3w =
2 + g — 2 + 4 + 2w =

nelle incognite (x,v, 2z, u, v, w) € RS, scrivendo in forma parametrica I'insieme delle soluzioni.



Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Secondo foglio di esercizi:

esercizi formato esame

Esercizio 4.

11 1 a

11 1 b

.. . 3 3 -1 ¢

1. Si riduca a scala la matrice 00 0 d
1 2 1 e

4 3 2 f

2. Usando tale riduzione si discuta, al variare dei dati (a,b,c,d, e, f) € RS il sistema

(

r +y + z = a
z + y + =2 =5b
3r + 3y — 2z = ¢

B = d
B + 2y + 2 = €
dr + 3y + 22 = f

nelle incognite (z,v, z) € R?;
- scrivendo in forma cartesiana e in forma parametrica le condizioni sui dati per la risolubilita,
- scrivendo in forma parametrica l'insieme delle soluzioni.



Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Secondo foglio di esercizi:

esercizi formato esame

Esercizio 5.

1 1 1 2 a

1 1 1 2 b

.. ) 33 -1 -4 ¢

1. Si riduca a scala la matrice 00 0 0 d
1 2 1 3 e

43 2 2 f

2. Usando tale riduzione si discuta, al variare dei dati (a,b,c,d, e, f) € RS il sistema

(

r +y + z + 2u = a
r + vy + z + 2u = b
3 + 3y — z — du = c
P = @

e

x + 2y + 2 + u =
(4 + 3y + 22 +2u = f

nelle incognite (z,v, z,u) € R;
- scrivendo in forma cartesiana e in forma parametrica le condizioni sui dati per la risolubilita,
- scrivendo in forma parametrica l'insieme delle soluzioni.



Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Terzo foglio di esercizi

Domande di introduzione

Domanda 1 a- Mostrare che 'insieme P U D dato dalle funzioni reali di variabile reale pari P o
dispari D, non ¢ un sottospazio vettoriale delle funzioni reali di variabile reale.
b- Qual’e il sottospazio generato da P U D?

Domanda 2 a- Mostrare che i sottoinsiemi dello spazio vettoriale M(n,n,R) =: V delle matrici
reali n x n, S(n,R) =: S delle matrici simmetriche e A(n,R) =: A delle matrici antisimmetriche
sono suoi sottaspazi vettoriali. b- Calcolare la dimensione di S e di A.
c-Mostrare che ogni per ogni v € V' vi sono unicia € Aeb & B per cuiv=a+ b:

e la definizione di “V ¢ somma diretta di A edi B”: V=A®S.

Domanda 3 a- Si mostri che I'insieme A delle matrici 4 X 4 con i primi due elementi della diagonale
uguali e l'insieme B delle matrici 4 X 4 con gli ultimi due elementi della diagonale uguali sono
sottospazi vettoriali delle matrici 4 x 4.

b- Che dimensione hanno? c- Che sottospazio genera A U B?

Domanda 4 Dato uno spazio vettoriale V' mostrare che 'unione A U B di due suoi sottospazi A e
B & a sua volta uno sottospazio se e solo se A e B sono uno sottospazio dell’altro. E per AN B?

Domanda 5 Si scrivano le equazioni del sottospazio di R® generato dall’'unione dell’ortogonale a

{3”5 i =l = ediquelloa{i ty 4z 4u v =0

r 2 +z —u +v =0 —y 4z —u 4v =0 (cfr. Esercizio 2).

Domanda 6 Si considerino i sottospazi A, B di R rispettivamente definiti da

S 4y —z —2u —wv =0 z 4y 42 tu 4o =0
x -2 +z —u +v =0 )% Y tzo—uofv =0
y z +2y 42z +u +v =0
a- Si mostri che R = A @ B. b- Si calcoli la proiezione su A parallela a B del vettore (1,2,3,4,5).

Domanda 7 a- Denotati i vettori della base canonica di R? con e;, €5, €3 mostrare che e, e; + e,
e1 + e + e3 sono una base. b- Scrivere le coordinate di (2,1,1) in tale base.

Domanda 8 a- Sian € N, si mostri che i polinomi di grado (esattamente) n non sono un sottospazio
vettoriale dei polinomi.

b- II polinomio z — 2 che coordinate ha rispetto alla base 1, z, z*

, 2% dello spazio vettoriale C[z]3 dei
polinomi di grado al piu 37

c- Quale sottospazio vettoriale generano i polinomi z — 1, 2?24+ 1, 2% — z
C|[z]3? Nel caso scrivere le relative coordinate di z — 2.

2 23 — 2?7 Sono una base di

Domanda 9 a- Dati i numeri, diversi tra loro, aq, ...a, € C, n € N, 'insieme dei polinomi che li
hanno tra le loro radici sono un sottospazio vettoriale V,, . di C[z] di dimensione infinita.

b- Mostrare con un esempio che dati i numeri, diversi tra loro, a, ...a,, n € N, linsieme dei
polinomi che li hanno esattamente come loro radici non sono un sottospazio vettoriale di C|z].

c- Mostrare con un esempio che dati i numeri, diversi tra loro, ay, ...a, € C, n € N, 'insieme dei
polinomi che li hanno tra le loro radici semplici insieme al polinomio nullo non formano un sottospazio
vettoriale di C|[z].

Domanda 10 Trovare W sottospazio di C[z] per cui Clz] = W & V,, .. Quindi un sottospazio
vettoriale di dimensione infinita di C[z] che non sia del tipo Vi, ;-

Domanda 11 a- Trovare due funzioni f(t), g(t), t € R, reali di variabile reale che generino su C lo
stesso sottospazio dello spazio vettoriale su C delle funzioni da R in C generato da et (-0t



Domanda 2 a- Mostrare che i sottoinsiemi dello spazio vettoriale M(n,n,R) =iV delle matrici
reali n x n, §(n,R) =: S delle matrici simmetriche e A(n,R) = A delle matrici antisimmetriche
sono suoi sottaspazi vettoriali. b- Calcolare la dimensione di S e di A.
c-Mostrare che ogni per ogni v € V' vi sono unicia € A e b€ B per cui v =a+0:

la definizione di “V" ¢ somma diretta di A e di B": V = AGB 5. ,«;Jeca de” cubomane
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Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Terzo foglio di esercizi:

esercizi formato esame

Ricordiamo la definizione di sottospazio generato. Sia V uno spazio vettoriale ed A un suo sottoin-
sieme non vuoto qualsiasi.

Il sottospazio generato da A, indicato con span (A), e I'insieme delle combinazioni lineari di elementi
di A. (Si osservi che una combinazione lineare di elementi di A in particolare & una somma finita di
elementi di V).

Esercizio 2. Sia V' uno spazio vettoriale ed A un suo sottoinsieme non vuoto:

1. Si dimostri che in effetti span (A) & un sottospazio vettoriale di V.
2. Provare che span (A) = m {W : W sottospazio di VW D A}.
3. Provare che esiste il piuu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene A, nel senso seguente:

se W sottospazio di V e W DO A allora anche W D U.

e coincide con span (A).



Ingegneria dell’energia, A.A. 2019/20
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Terzo foglio di esercizi:

esercizi formato esame

Ricordiamo la definizione di ortogonale in R":

- prodotto scalare in R" (cfr. primo foglio) : dati u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) € R" si definisce
il loro prodotto scalare (u - v) = uqvy + - -+ + UpUy;

- proprieta: (u-v) = (v-u), (u+rw-v) =(u-v)+r(w-v)ser € Rew e R"

- due vettori di R" si dicono ortogonali se hanno prodotto scalare nullo;

- dato A C R", si definisce 'ortogonale di A 'insieme dei vettori ortogonali agli elementi di \A:

At={veR": Vac A (v-a)=0}.

Esercizio 3. a- Qulsiasi sia il sottoinsieme A di R, il suo ortogonale A+ & sempre un sottospazio
vettoriale.
b- Siano A, B sottospazi vettoriali di R", e si denotino i rispettivi ortogonali con A+, B+ Si mostri:

1. AC B < B+ C At;
2 A= (.Al)l;

3. (ANB)" = At + B+ (A+B)" = AtnBh



