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e 6 'R—b([
=0, Vtg’t = o«d=p=0 &;\ Si provi che dati due numeri diversi a # b € C le due funzioni da R in C date da e ed € sono

S
et <o st 2,

t - ,2, (A)
6~ Dati r, w € R, w # 0, provare che ¢’ sin(wt) e ¢’ cos(wt) sono lineramente indipendenti come
vettori dello spazio complesso delle funzioni da R in C.

Domanda 12 Tenendo presente la notazione e* = ¢*(cosy + isiny) quando z = z + iy € C:

linearmente indipendenti come vettori dello spazio vettoriale su C delle funzioni da R in C
@- Si provi che dati numeri diversi ay, ...a, € C, n € N, le n funzioni da R in C date da ¢, ...

sono linearmente indipendenti come vettori dello spazio vettoriale delle funzioni da R in C.

c- Si provi che dati due numeri diversi a # b € C e due polinomi p(t), ¢(f) non nulli a coefficienti

[ complessi, le due funzioni da R in C date da p(t)e® ed g(t)e" sono linearmente mdipendenti come

vettori dello spazio vettoriale delle funzioni da R in C.

d3)Si provi che dati numeri diversi ay, ...a, € C, e polinominon tutti nulli p;, ...,p, € C[t], n € N,
¢fe n funzioni da R in C date da py(£)e™, ... pa(t)e™ sono linearmente indipendenti come vettori
dfllo spazio vettoriale delle funzioni da R in C.

omandai3 i mostri che Vinsieme di funsioni {1"c**: n € N, a € C} & un sistema di funsioni

lijearmente indipendenti nello spazio vttoriale delle funzioni da R in C. |
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Ingegneria dell’energia, A.A. 2021/22
ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli
Quarto foglio di esercizi

1.0 gé.[ { Doggﬁe :zintroduzionem 5%1 g -

Domanda 1 Dato 0; +00) si consideri la matrice Ry = . e la trasformazione
sinf  cosf

lineare da R? in sé ad essa associata R(z,y) = Ry ( v ) . ( v c.osg - ysind )
Y xsinf + ycosh

a- Si mostri che essa descrive la rotazione, in senso antiorario di un angolo di # radianti, intorno a
(0,0), del punto corrispondente al vettore (z,y).
b- Che interpretazione geometrica dare nel caso in cui § < 07
c- Si scriva la funzione da R? in sé che corrisponde alla rotazione di un angolo §7r radianti in senso
orario attorno all’origine.

cosf  sinf

sinf —cosf
zcosh + ysind
rsinf — ycosﬂ)'

oDomanda 2 Dato # € (—m;7) si consideri la matrice Sy = ( ) e la trasformazione
lineare da R? in sé ad essa associata S(z,y) = Sy ( ; ) = (

Si mostri che essa descrive la riflessione, del punto corrispondente al vettore (z, y), rispetto alla retta

che forma con il semiasse positivo delle ascisse un angolo di 3 radianti.

<

M) Domanda 3 a- Si mostri che le funzioni f : R? — R? lineari che conservano le distanze (isometrie),
ciod: per ogni u, v € R? si abbia ||f(u) — f(v)|| = [Ju—v||, sono tutte e sole quelle la cui matrice
. 5 X a —b a
associata M € M(2,2,R) & del tipo M = ( o Pl g
b- Si mostri che che le funzioni f : R? — R? lineari iniettive che mantengono gli angoli (conformi)
cioé: Vu, v € R? si ha cos (@) = cos (f(u)/OR\zf('u)), ovvero: M = M,
@I @I Tl

),Cona2+b2:1.

: ; s s : a —b a b .
sono esattamente quelle la cul matrice associata ¢ del tipo M = v oo )Ly Za)e di rango

massimo.
Il campo dei numeri complessi C ¢ : sia uno spazio vettoriale di dimensione 1 su C stesso, sia uno
spazio vettoriale di dimensione 2 su R, di isomorfismo R-lineare canonico con R? dato da

clx,y) =z +1y:
a f
v 6
f:R? = R f(x,y) = (6(x,y),¥(x,y)) = (az + By, vz +dy), per cui cofoc™! : C = C sia C-lineare
(ovvero la moltiplicazione per un dato numero complesso) ?

¢- quali sono le matrici M = ( € M(2,2,R) a cui ¢ associata una trasformazione R-lineare

Domanda 4 a- Si provi che le funzioni f : R" — R" che sono isometrie e lasciano fisso Ogn,
ciod [1(2) — F@I| = Iz — yll, 7, y € R, e f(Oe) = One,

sono tutte e sole quelle che conservano il prodotto scalare, cio¢ (f(z) - f(y)) = (z - y), z, y € R™.
Teorema: le isometrie di R" in sé che lasciano fissa lorigine di R™ sono funzioni lineari:

b- si provi nel caso n = 2 il teorema, cioe:

le isometrie di R? che lasciano fisso (0, 0) sono funzioni lineari.
Domanda 5 Le funzioni f: R* — R? tali che: 1) f(tu) = tf(u), per ognit € Reu € R? e
2) trasformano coppie di rette parallele distinte in coppie di rette parallele distinte

sono tutte e sole le trasformazioni lineari iniettive (si tenga presente la regola del parallelogramma).
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Domanda 1 Dato 6 € [0;+0c) si consideri la matrice By = cosl™ i la trasformazione
] sinf  cosf
zeosf — ysind )

¢ 2. g N T _
lineare da R” in sé ad essa associata R(T, y) = Re ( y ) = ( ssnd + yCOSg .

a- Si mostri che essa descrive la rotazione, in senso antiorario di un angolo di f radianti, intorno a
(0,0), del punto corrispondente al vettore (z,y).

b~ Che interpretazione geometrica dare nel caso in cui § < 07

¢- Si scriva la funzione da R? in s¢ che corrisponde alla rotazione di un angolo 7r radianti in senso
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Domanda 1 Dato 8 € [0; +00) si consideri la matrice Ry = [ . a trasformazione
sinf  cosfl

]

lineare da R in ¢ ad essa associata R(z,y) = Ry ( ! ) = < ?{CM - g )
y zsinf + yeosh
a- S mostri che essa descrive la rotazione, in senso antiorario di un angolo di  radianti, intorno a
(0,0, del punto corrispondente al vettore (z,y).
b- Che interpretazione geometrica dare nel caso in cui § < 07
¢- i seriva la funzione da R in sé che corrisponde alla rotazione di un angolo i?r radianti in senso
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