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Esercizio 4 Siano U e V sottospazi di R* definiti rispettivamente da
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Vero m(, re a- Si mostri che esiste un’unica funzione lineare A : R* — R* per cui KerA =
UtnVi eA:U+V —U+V sia lidentita su U + V.

\N < (’%M \Mf (2 b- Si nms’t‘ri ch.e A & simmetrica.

n W ¢- Si trovi una base di U4V costituita da elementi di UNV, UNV+L, U+NV.
’R reWesSs2 d- Si scriva la matrice (rispetto alla base canonica di R*) che identifica A.
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Esercizio 4 Siano U e V sottospazi di R* definiti rispettivamente da
# +g & tu = A , € { # = , e si indichino i loro
r —y +z —u = 0 z Sy = 0

ortogonali con U+, V*+ .

,a,—/Si mostri che esiste un’unica funzione lineare A : R* — R* per cui KerA =

UtnV4it, eA:U+V — U+ V sia lidentita su U + V.
Si mostri che A & simmetrica.

c- Si trovi una base di U +V costituita da elementi di UNV, UNVL, ULNV.

d- Si scriva la matrice (rispetto alla base canonica di R*) che identifica A.
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10
d- Le mosse di Gauss (sostituzione con somma di multplo di un’altra riga e permutazione di righe)
non trasformano una matrice in una simile.

c-Le matrici ( 14 ), ( (1) _11 ) hanno stesso rango ma non sono simili.

Domanda 18 Sia A € M(n,n, C) tale che A* = O,«,, per qualche k € N: mostrare che per ogni
A€ C\ {0} la matrice Ald,xn, — A ¢ invertibile.

Domanda 19 a- Dato uno spazio vettoriale U, mostrare che tutte e sole le proiezioni P su un
sottospazio di U sono le applicazioni lineari da U in sé, per cui P> — P = O.

b- Si rammenti che data A € M(n,n,R) si ha (Az - y) = (z- *Ay) per ogni z, y € R™

Si mostri che tutte le proiezioni ortogonali su un sottospazio di R" sono quelle per cui
P?—P=0,x,eP="P

Domanda 20 Per t € R sia A = ( i 1 ), e si consideri M4 : M(2,2,R) — M(2,2,R) data da
M4(B) = AB = (AB'|AB?) ove B', B? son la prima e seconda colonna di B.
a- Si provi che M, ¢ lineare. b- Al variare di ¢ si determinino I'immagine e il nucleo di M.

Domanda 21 Sia D : C*(R) — C*(R) Poperatore lineare di derivazione sullo spazio vettoriale
delle funzioni reali di variabile reale derivabili in ogni punto infinite volte. Con D™, k € N si indichi
quindi 'operatore di che associa alla funzione la funzione derivata k%, se k # 0, 1, D stesso se k = 1,
e lidentitd I su C*(R) se k=0

a- Dati r, w € R, non entrambi nulli, sia T' = T,,, il sottospazio di C*(R) generato dalle funzioni
e coswt, e sinwt. Si mostri che D ¢ bigettivo da T in sé.

b- Si determini la matrice associata a tale restrizione a T di D, considerando come base di T la
coppia le funzioni e™ coswt, e sinwt (cfr. domanda 10 terzo foglio di esercizi).

c- Si considerino gli operatori lineari D? + D 4 I e D? 4 I: si mostri che anch’essi operano su T, e si
trovino le rispettive matrici associate alle loro restrizioni a T rispetto alla stessa base.

d- Si trovino le soluzioni del tipo f(t) = acost+ [ sint delle equazioni f”+ f'+ f = cos, f"+ f = cos.
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/,O/{’l ® Domanda 1 Se A, B, U sono sottospazi vettoriali per cui U & A = U @ B allora dim A = dim B.
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(sugg. trovare delle matrici che sicuramente soddisfano la condizione in b-. Quindi per rispondere
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ALGEBRA LINEARE F.Acquistapace, V.M. Tortorelli

Quarto foglio di esercizi Bis

Domande di introduzione

Domanda 2 Si consideri in R* il sottospazio P definito da

r+y

r—y+z+tu

a- Si determini A4 : R* — R* lineare per cui ImA = KerA = P.

b- Si scriva la matrice della A determinata.

Domanda 3 Sia T una matrice n x n triangolare superiore, con 0 sulla diagonale. Mostrare che

17 = O/\/l(n)-

Domanda 4 (cfr. domanda 10 del quarto foglio) Si considerino r e 7 i sottospazi di R? definiti

r+y+z = 0
rispettivamente da
r+ 22 =0

a- Determinare quali sono le funzioni L : R® — R? lineari per cui KerL = r, ImL = 77
b- Calcolare per una di esse la matrice che la identifica nella base canonica e quindi L? ed L.

,22+y+32=0.

c- Vi sono tali L per cui, per ogni m, L™ non ¢ la matrice nulla?

d- In generale esprimere L™, m > 2, in termini di L.

/?{)

€ M(m,n,R), m x n, per cui

per ogni x € R™, y € R" si abbia (Mz - y)rr = (x - Ly)rm.

Si mostri che L = ‘M.

Domanda 6 (cfr. domanda 19b ed esercizio 2 del quarto foglio) (pseudo inversa di Moore-Penrose

nel caso di rango massimo)

Si consideri una matrice A € M(n,k,R), n x k, con k < n.

a- La matrice A‘A, non & mai invertibile.
b- La matrice *

omanda 7 (cfr. domanda 5 del quinto foglio) Quali sono le matrici M € M (n) per cui
a- per ogni N € M (n) invertibile si abbia M = NMN'?
b- per ogni altra N € M(n) si abbia NM = MN?

ad a- fare opportuni cambiamenti di base).

Domanda 8 (cfr. domanda 18 quarto foglio di esercizi) Sia T' una matrice n x n triangolare superiore

con 1 sulla diagonale.

Provare che se per qualche k € N, k> 1 si ha T" = Id M(ny allora T' = Tdpqm)-

Domanda 9 Sia A una matrice n X n a coefficienti in K.

manda 5 (cfr. esercizio 2 del quarto foglio) Data due matrici reali M € M(n,m,R), n x m,

'AA ¢ invertibile se e solo se A ¢ di rango massimo.
ango massimo la matrice A (‘fAA)71!A da la proiezione ortogonale su ImA.

Se vi sono a # b in K, per cui (A — alnxn)(A — blnxn) = Onxn, allora:

K" = Ker (A — alpx,) @ Ker (A — blyxy,) € Ker (A— alyxn) = Im (A — blhxy)



