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ESERCIZIO n. 1 Per n € N, n > 1, si consideri la funzione fn(:z:):/ e~y dy,x > 0.
1

(4p) (a) Fissato € > 0, mostrare che f, — 0 uniformemente in [g;4+00[ [puod esser utile
cambiare variabile negli integrali.]

(6p)(b) Analizzare la convergenza puntuale ed uniforme in ]0; +o0o].

(6p)(c) Stabilire se vi & convergenza in L'(0; +00).

2

ESERCIZIO n. 2 (3p) Calcolare, nel caso esista, L= lim -~
(z,y)—(0,0) x4 + 32

ESERCIZIO n. 3 (4p) Si scriva 'equazione del piano tangente al grafico della funzione
f(z,y) = arctan(z + 2y) nel punto (1,0, 7).

ESERCIZIO n. 4 (5p) Si scriva il polinomio di Taylor di ordine 7 e centro (0,0,0) della
funzione f(x,y,z) = cosxyz — zsinzy.

T

T sdady, F ={(z,y) e R?: 0<y<uz<1}.
=Ty

ESERCIZIO 5 (4p) Calcolare /
F

ESERCIZIO 6 Sia I' la curva del piano zz di equazione polare r = e™7, ¢ € [g, 37”]
(3p) (a) Calcolare I'area della regione piana A delimitata da I" e dall’asse z.

(5p)(b) Calcolare I’area della superficie ¥ ottenuta ruotando I' attorno all’asse z.




SOLUZIONI

+o0
ESERCIZIO n. 1 Per n € N, n > 1, si consideri la funzione fn(a:):/ e dy, x> 0.
1

(a) Fissato € > 0, mostrare che f,, — 0 uniformemente in [; +00[.
(b) Analizzare la convergenza puntuale ed uniforme in |0; +oof.
(c) Stabilire se vi ¢ convergenza in L'(0; +00).

Soluzione: (a) Fissaton € N, n > 1, se z > 0 l'integrale f,(z) = 1+°° e** dy & ben definito
e finito, in quanto per y > 0 I'integranda e~ ¢ continua, non negativa e minore di e™Y che
& sommabile.

Cambiando variabile di integrazione, z = y+/nz, si ottiene

1 too
() = — = dz. 1
fe) = o= [ e (1)
Quindi
sup | f, (:C)’<L/+00622dz - ¢ — 0 pern— 400
Q;ZE = ne - /ne P ’

cioe f, converge uniformemente a g = 0 su [e; +00| per ogni £ > 0 fissato.

(b)Non vi & convergenza uniforme su ]0; 00|
Si osserva infatti che le f,, non sono funzioni limitate in ]0; +o00[; quindi I'eventuale limite
uniforme g non sarebbe limitato su ]0;4o00], poiché

sup |g| > sup | fu| —sup|fn — g, con sup |f, —g| = 0.

D’altra parte, g dovrebbe essere eguale al limite puntuale delle f,,, che e f = 0.

(¢) Decomponendo ]0;+oo[ in ]0;1] unito a [1;+o0[, si osserva che sul primo intervallo,

usando (%), la f,(x) si controlla semplicemente con \/% < \% Sul secondo, essendo y > 1

e x > 1, il controllo ¢ dato da 1+°° e dy < ffLOO e "Wy = e;l;z < e *. Quindi per

convergenza dominata f, — 0 in L'(0; +00).
Si puo provare direttamente con le stesse diseguaglianze:
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ESERCIZIO n. 2 Calcolare, nel caso esista, L= lim et
(z,y)—(0,0) x4 + 92
2
Y
TS < |z| — 0.

xy?

Soluzione: Si ha L = 0. Infatti
x4 4+ g2

= ||



ESERCIZIO n. 3 Si scriva I'equazione del piano tangente al grafico della funzione f(x,y) =
arctan(x 4 2y) nel punto (1,0, 7).

Soluzione: I'equazione ¢ —x —2y+2z = 7 —1. Infatti, poiché la funzione f(z,y) = arctan(z+
2y) ¢ differenziabile in (1, 0), il suo grafico ha come piano tangente nel punto (1,0, f(1,0)) =
(1,0, %) il grafico della funzione L(z,y) = %(1, 0)(z—1)+ g—g(l, 0)y + 7.

Calcolando tali derivate si ha che questo piano ha equazione —%a: —y+tz=7~— %

ESERCIZIO n. 4 Si scriva il polinomio di Taylor di ordine 7 e centro (0,0,0) della funzione
f(z,y,2) = coszyz — zsin zy.

Soluzione: infatti usando gli sviluppi notevoli in ¢ = 0 per cost e sint con t = xyz ovvero
t = zy, e posto p? = x% + y* + 22, si ottiene

1 1
flz,y,2) = 1— x2y222§ + O(z*y*2?) — 2oy + zx3y36 + O(z2°y°) =

1 1
= 1—zzy — 2%y*2% = + 22°y° = + O(p');

2 6
grazie all'unicita del polinomio di Taylor si conclude che il polinomio cercato ¢
1 1
1 —zzy — x2y222§ + zx3y36.

ESERCIZIO 5 Si calcoli I'integrale / S dxdy, ove
FTi+y?

F={(r,y) eR*: 0<y<ax<1}

Soluzione: In coordinate polari il dominio di integrazione F' e descritto da 0 < rsind <
rcos? < 1: quindi 0 < sind < cosd, cioe ¥ € [0, %]. D’altra parte rcost? = = < 1, cioe

14
r < ﬁ. Pertanto cambiando coordinate si ha

™ 1

Z Ccos 19
/ Qx dedy - / / 0TCOZS rdrdl =
FTe+Yy o Jo r

T [oess i oD i T
= / / cos ¥ drdd = / COS’l9/ drdd = / d = —.
o Jo 0 0 0 4

ESERCIZIO 6 Sia I la curva del piano zz di equazione polare r = e, 9 € [g, 37“]

(a) Calcolare 'area della regione piana A delimitata da I' e dall’asse z.
(b) Calcolare I'area della superficie ¥ ottenuta ruotando I" attorno all’asse z.

Soluzione: (a) per definizione la curva interseca ogni semiretta dall’origine al pitt in un sol
punto. Inoltre poiche gli estremi della curva giacciono sull’asse z, e la curva non lo attraversa,

la regione regione delimitata da I'" e dall’asse z € quella ottenuta dai segmenti tra 1’origine e
1

B
i punti della curva. Si puo utilizzare la formula mq(A) = B / r(9)*dd che fornisce I'area
della regione piana conica, con vertice l'origine, delimitata dalla curva (non passante per
'origine) data in coordinate polari r = r(¥):

1 3m/2 1
mo(A) = 3 //2 e dy = 1 e (1 —e ).



(b) La formula da applicare in questo caso (z < 0) ¢ a(X) = 27r/ |z| ds, che significa

r
integrare lungo la curva I' le circonferenze descritte ruotando dai punti di I'. Quindi

3m/2
a(¥) = 27r/ e cos V|\/2' (V)2 + ¢/ (9)2 d.
w/2

Si ha
' () = (e P cos ) = —e P cost) — e Vsind, ¢(¥) = (e Vsing) = —eVsing + eV cos ),
per cui \/2'(0)2 4 ' (9)2 = V2e .

3r/2
Pertanto a(X) = 2\/57/

3r/2
e 2| cos V| dv) = —2\/§7r/ e cos ¥ d.
/2
/ 3r/2

—T

2
Poiche / e 2 cos ¥ d) = ge’w sin 19—56’219 cos ¥+csi ha / e 2 cos ¥ ) = —% (672” + 1) ,

/2
2/ 2me™ "
si ottiene a(X) = \/_% (e +1).



