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SOLUZIONI

el‘

ESERCIZIO 1 (2pt) a- Si calcoli il limite puntuale per n — oo di f,,(z) = o

(3pt) b- Mostrare che, per € > 0, sugli intervalli [—¢;0) e (0; €] non vi & convergenza uniforme;
(4pt) c- mentre vi & convergenza uniforme su (—oo; —¢] e [g; +00).

(4pt) d- Si mostri che per n > 2 le f,, hanno integrale finito su R, e si studi la convergenza
L'(R) della successione di funzioni.

0  x<0 ©rs 0
Soluzione: a- si ha e —— < 1 x =0 pertanto f,(xr) — 5 T= 0 =: f(z).
n—oo n—oo
+o0 x>0 0 >0

b- La convergenza non ¢ uniforme sugli intervalli che contengono 0 essendo il limite puntuale

una funzione discontinua e le f,, continue.

- Si puo dire di pit: appunto anche sugli intervalli del tipo (0;¢] e [—&;0) non vi & conver-

genza uniforme. Infatti essendo le f,, continue sup |f,(x) — fi(x)| = sup | fn — fim|, € quindi,
(asb) [a;0]

per la condizione di Cauchy uniforme e la completezza uniforme delle funzioni continue, se

convergessero uniformemente sull’intervallo aperto convergerebbero ad una funzione continua

su quello chiuso. Ma f non e continua in zero.

c- Sugli A che non contengono intorni di 0 la convergenza ¢ uniforme. Basta esaminare, per

e>0,icasi A C (—o0; —¢] e A C [e;+00): poiche se vi & convergenza uniforme su un numero

finito di sottoinsiemi vi ¢ convergenza uniforme sulla loro unione. Ora fissato ¢ > 0:

- su [g; +00), essendo, per n > 1, o0 decrescente in t = e* > 1,

sup |fn—f|= sup =
[e34+00) ’ ’ [e3400) L+ere 1+eme

- su (—oo; €], essendo,per n > 1, €™ crescente in x < 0,
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€

— 0, n — oo.

sup |fo—f| = sup €™ <e " —=0.
(~oo5—e] (coci—e] LA e
e"lf
d- Poiche le f,, sono continue, e, per n > 2, 0 < f,(x) < T oo si ha che hanno integrale
e X

finito su R per tali n, avendolo la comune maggiorante, grazie al cambio di variabile y = e”.
Quindi, essendo il limite puntuale f(z) anch’esso con integrale finito su R, per convergenza
dominata si ha la convergenza L'(R).




ESERCIZIO n. 2 Sia il sottoinsieme G di R? definito dalla relazione
flz,y,2) =sin(z+y+2z)+e*+2z=1

(1pt) a- Si mostri che la sua intersezione con un opportuno intorno di (0,0, 0) & il grafico di
una funzione regolare z = g(z,y), con g(0,0) = 0.
(4pt) b- Si calcoli il polinomio di Taylor del secondo ordine e centro (0,0) di g.
(3pt) ¢ Si mostri che 'intiero L ¢ grafico di una funzione di due variabili;
(3pt) - si mostri quindi che ¢ definita su tutto R2.
Soluzione: a- si ha %(m,y,z) =cos(x+y+z)+e +1>e >0. Poiche (0,0,0) € G, in
particolare per x = yZ: z = 0 si e nelle ipotesi del teorema dellle funzioni implicite, per cui
vi sono intorni U di (0,0) e V' di 0 ed una funzione g : U — V regolare per cui il suo grafico
(su U) coincide con G N (U x V). Necessariamente ¢g(0,0) = 0.
b- Considerando quindi che f(z,y, g(z,y)) = 1, e denotando g(x, y) con z, e con z,, Zy, Zuy, - - -
le sue derivate parziali successive, derivando rispetto ad x e y tale relazione si ottiene:

(14 2z)cos(x+y+2)+ 26"+ 2, =0, (14 2,)cos(x +y+2) + 26" +2,=0
e valutando per (z,y) = (0,0) si ottiene

(14 92(0,0) + 92(0.0) + 0,(0,0) = 0 quindi g,(0,0) = 3 = ,(0.0).
- Reiterando la derivazioni sulle relazioni ottenute prima della valutazione
Zow COS(T +y + 2) — (1 + 2,)? sin(w + y + 2) + 20" + 226 + 240 = 0,
zyycos(z +y +2) — (1+ z,)?sin(z + y + 2) 4+ zy€° + z0¢” + 2, = 0,
Zye COS(T + Y+ 2) — (1 + 2z) (1 + z) sin(z + y + 2) + 2y0€” + 2p2y€" + 25 = 0;
quindi ancora valutando in (z,y) = (0,0) si ottengo (essendo g € C?) le sue derivate parziali
seconde:

1
gx:c(oa O) - _2_7 = gyy(07 O) - gya:(oa O) = gzz(()) 0)

1 1
Concludendo il polinomio di Taylor cercato ¢ —§($ +y) — a(azz + 92 + 2zy).

c- Fissato (xg, yo) si osserva che la funzione continua p(z) =: f(xg, yo, 2) € iniettiva per z € R,
essendo, come inizialmentre osservato, = (o, 4o, 2) = ¢'(2) > 0. Pertanto per ogni (o, yo)

vi € al pitt uno z per cui (zg, Yo, 2) € G, cioe f(xg,yo,z) = 1. In altri termini G ¢ un grafico

di una funzione di due variabili.

- D’altronde fissato (zo, yo), si ha hI:EI ©(z) = too: per il teorema del valor intermedio esiste
Z—T 00

uno zp per cui f(xg, Yo, 20) = ¢(2z0) = 1. In altri termini il grafico G ha come proiezione sul
piano z, y tutto R2.




ESERCIZIO 1. 3 (2pt) a- Si mostri che il V=LV = (-2 )

n. 3 (2pt) a- Si mostri che il campo (V3,V3) ( T A e

conservativo sul semipiano x > 0, e se ne calcoli una primitiva.

(4pt) b- Se «y ¢ il cammino (z,2% + 1), x > 0, si calcoli /V.
Y

7pt) c- Se ¢ ¢ il cammino (z,22 — 1), x € R, si calcoli [ V.
(
é

Soluzione: a- il campo e quello solenoidale: nel dominio dato € noto che una sua primitiva ¢
artan”. Volendo una dimostrazione diretta: essendo V' chiuso su uno stellato & esatto (lemma

x
di Poincaré): connettendo un suo punto (xg, o), ad esempio, con (1,0) con il cammino o
che parte orizzontalmente e linearmente da (1,0) sino ad arrivare a (y/22 + 92,0) : o(t) =

(1—1¢,0)+ (ty /22 +93,0) = (1 + t(y /22 + 92— 1),0), 0 <t < 1, e quindi descrive in modo
semplice I’arco di circonferenza di raggio v/x3 + y32 e centro (0, 0) sino a terminare in (g, yo):

o(t) = x5+ ys(cost,sint), 0 <t < artan?’, una primitiva ¢ data da f(zo,yo) =: /V =

g

dt +

:/1 - . (it -1+ VR L,
o | P+ (Vag+ys— 1) 02 + (x5 +yg — 1)?
artan 20 2 2 o 2 2
2 t v/ t
N VIO A YOS ey ¢ YIOEWCOSE S e )| dt =
0 0 0 0 0

w3+ o+ %
Yo
= artan—.
Lo
b- L’argomento geometrico ¢ che il cammino 7 che percorre in modo semplice la mezza-
parabola, si deforma, con la proiezione radiale dall’origine ¢y + (1 — t)ﬁ, t € [0;1], su ﬁ,
fy
che percorre due wvolte ma in senso inverso I'arco di circonferenza unitaria tra gli angoli
artan 2 e 7, infatti la retta per l'origine e tangente alla parabola ¢ y = 2z: il lavoro ¢ nullo.
- Volendo invece una soluzione piu analitica : per prima cosa si osserva che (V (z,1 + z?) - (1, 22)),
che per * — 0o si comporta come —5, & una funzione sommabile su (0;+oc). Il lavoro

14227
richiesto & definito elementarmente, e, detto -, il cammino ristretto ad [%, n], si ha

no 1 2 1
s e

c- Il dominio D dato dal piano privato del semiasse verticale non negativo, contiene il sostegno
di ¢, e semplicemente connesso, ed ivi il campo e ancora chiuso.

- Per una soluzione geometrica: la parabola, y = 22 — 1, si deforma nel dominio sulla circon-
ferenza unitaria tranne (0, 1) percosa in modo iniettivo: il lavoro del campo solenoidale ¢ 27.
- Per una soluzione analitica come sopra il lavoro richiesto ha senso come integale in x.

(Per non far la fatica di esprimere analiticamente a pezzi un’unica primitiva di V' su D, si
considerano due primitive di V': una sul semipiano con z < 0 ed una sul semipiano con x > 0:
D ¢ unione dei due semispazi D~ = DN {(z,y) : 2 <0} e D" = Dn{(z,y): x >0}, la cui
intersezione, la semiretta verticale negativa aperta, incontra il sostegno di ¢ nel solo punto
(0, —1). Quindi su (D7)°, (D%)° si considerano due primitive che pur non raccordandosi con
continuita, sono date dalla stessa espressione analitica artan?.)

- - Si considera il cammino ¢ come giustapposizione delle sue due restrizioni ¢~ agli z < 0 e

¢* agli x > 0. Considerando le restrizioni a [—n; —%] ea [%7 n}: /V = / V+ V=
- o+

- lim {artan ((% _ 1) (—n)) - artannz_; 1] +lim {artannzn_ L _ artan ((% _ 1) n)} -
(NG (9




ESERCIZIO n. 4 (5pt) Calcolare il flusso @ del campo F(z,y,z) = (z,1 — y,|z|) uscente
dalla superficie laterale del doppio cono retto con base circolare di raggio unitario nel piano
z =0 e vertici (3,-2,1), (3,-2,—1).

Soluzione. Non si puo applicare direttamente il teorema della divergenza, in quanto il campo
F non e differenzabile.

Pero si osserva che sulla base comune dei due coni (che ha direzione normale (0,0,1)) il campo
F" ha la terza componente nulla, quindi esso ha flussi nulli attraverso questa base.

Ne deriva che il flusso uscente dalla sola superficie laterale del doppio cono € la somma dei
flussi uscenti dalle superfici totali dei due coni.

Ora, sul cono pieno CT, quello con vertice (3,—2,1), si ha F(x,y,z) = (z,1 — y, 2); dunque,
per il teorema della divergenza, detto n il versore normale esterno a C* si ha

/ (F,n)do = / div F dxdydz = / Ldzdydz = m3(C™).
ac+ ot ot

D’altronde, sul cono pieno C~ con vertice (3,—2,—1) e versore normale esterno v, si ha
F(z,y,z) = (x,1 —y,—2), e pertanto, ancora per il teorema della divergenza,

/ac (Fv)do = / div F dvdydz = /(—1) dedydz = —ms(C™) = —my(CF).

Quindi il flusso complessivo ®, che e la somma dei flussi ottenuti, & nullo.




ESERCIZIO n. 5 (2pt) a- Si calcolino le soluzioni dell’equazione differenziale
u"(t) — 2u'(t) + u(t) = 0.
(2pt) b- Si calcolino le soluzioni dell’equazione differenziale u” — 2u’ + u = e’ sint.

t
(3pt) ¢~ Si calcolino le soluzioni dell’equazione differenziale u” — 2u' + u = . j_ w3
1
1pt) d- Si calcolino le soluzioni dell’equazione differenziale u” —2u'4+u = €' ( sint + .
142

Soluzione: a- il polinomio associato all’operatore differenziale ¢ (A — 1)2 che ha 'unica radice
reale A = 1 e doppia. Quindi tutte le soluzioni reali dell’equazione differenziale omogenea
associata sono del tipo ae” + btet*:

ae’ + bte', a, b€ R

b- Le soluzioni saranno del tipo f+ ¢ con f che varia tra le soluzioni dell’equazione omogenea
e g soluzione particolare. Nel caso, per trovare una soluzione particolare si usa il metodo dei
coefficienti arbitrari essendo il termine noto parte immaginaria dell’esponenziale complesso
etatif) = et(1+9) — et(cost 4 isint). Poiche 14 i non & soluzione del polinomio associato si
cercano soluzioni reali del tipo g = ce’ cost + de'sint, ¢, d € R. Imponendo che una tale
funzione si asoluzione si ottiene:

g —2¢ +g= —ce'cost — de'sint
e quindi, per indipendenza lineare delle funzione e’ cost e e’ sin t, perche sia soluzione dell’equazione
completa con il dato termine noto deve esser ¢ = 0, d = —1. Pertanto le soluzioni sono

ae’ + bte' + —e'sint, a,b€R

c- In questo caso la soluzione particolare si puo trovare con il metodo della variazione delle
costanti. Quindi si cerca una soluzione particolare del tipo g(t) = c(t)u(t) + d(t)v(t), con
u, v soluzioni dell’lomogena (nel caso €', te'), e ¢, d funzioni da determinare imponendo che
una tale g sia soluzione dell’equazione con il dato etrmine noto.
Come uso si impone a priori la condizione

du+dv=ecd+ted =0.
Pertanto si deve avere

et

14 t2

Dalla prima condizione ¢ = —td’, sostituendo nella seconda si ottiene d’

:g/l_29/+gzclet+d/6t(1+t)

“Tie Quindi

1
t t
g(t) =e€'log + te'artant.
) Vite
d- Essendo I’equazione lineare con termine noto somma di diverse funzioni, le soluzioni sono

le somme di soluzioni delle equazioni con termine noto ogni singolo addendo del termine noto
iniziale.




